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Introduccion

El célculo vectorial es una herramienta matematica esencial en el campo de la ingenieria, se enfoca
en el estudio y manipulacion de campos vectoriales y escalares, por lo que es fundamental en este
campo, asi como en fisica y otras ciencias aplicadas, pues juega un papel importante en la resolucion
de problemas desde los mas simples hasta los mas complejos en diversas disciplinas. Este libro de
ejercicios con aplicaciones esta disenado para complementar el estudio teorico del calculo vectorial y
demostrar la importancia y la aplicabilidad préactica de esta herramienta matemaéatica en situaciones
reales.

Disenado para estudiantes y profesionales de ingenieria, este trabajo ofrece una amplia gama de
ejercicios resueltos que cubren el céalculo diferencial e integral de funciones vectoriales y de varias
variables. A lo largo del libro se hace énfasis en los ejercicios relacionados con la interpretacion fisica
y geométrica de los conceptos, facilitando asi una comprension més intuitiva y profunda del material
del célculo vectorial, se exploran las aplicaciones de las integrales miltiples, asi como las de integrales
de linea, destacando su relevancia en el analisis y la solucién de problemas ingenieriles.

Cada capitulo proporciona una variedad de ejercicios de dificultad creciente, comenzando con
problemas basicos y avanzando hacia situaciones mas complejas, acompanados de soluciones detalladas
que permiten a los lectores seguir el razonamiento y la metodologia de resolucion. Ademaés, se presentan
ejemplos précticos de aplicaciones que muestran cémo el calculo vectorial se aplica en diversas ramas
de la ingenieria, desde la mecéanica y la electricidad hasta la dindmica de fluidos y la termodinamica.

Esperamos que este libro de ejercicios con aplicaciones sea una valiosa herramienta para estudian-
tes y profesionales de ingenieria, para los primeros proporcionar una comprension solida del calculo
vectorial y sus aplicaciones practicas, ayudandolos a apreciar su valor y a desarrollar las habilidades
necesarias para aplicarlo en problemas del mundo real, y para los segundos, mejorar su capacidad para
abordar los desafios técnicos y cientificos de su carrera.
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Funciones vectoriales







Capitulo 1

Funciones vectoriales

1.1. Dominio, rango y grafica

Una funcion vectorial de variable real es aquella que tiene m funciones componentes y una tunica
variable independiente t. Las componentes son funciones reales de variable real (Garcia, 2015).

—

f:ICR— R™
t= FO) = (@), f2(t),. . fm ()
El dominio de f (t) lo determina la interseccion de los dominios de las funciones componentes (Garcia,
2015):
Df =Dy NDgN---NDy, (L.1)
Ejercicio 1. .
Determinar el dominio de la funcién vectorial f(t) = (2+ 3t2) 7+ (t — 1)7

Solucion
Calculando el dominio de cada componente:

fit)=2+3t2= Dy (t) =R
fa(t)=t—1= Dy, (t) =R

Por lo tanto, el dominio de f es la interseccion de los dominios de sus componentes:

Df:Dfl (t)mDh (t):IR

Ejercicio 2. .
Hallar el dominio de la funcién vectorial f (t) = (|t — 1|, vt +5)
Solucion

fi(t)=[t—1|, porlotanto Dy, (t) =R
f2(t)= V2 + 5, esta funcion estard definida Vt/t* +5 >0, por lo tanto Dy, (t) = R
Entonces el dominio es:
Dy=Dy, ()N Dy, (1) =R
Ejercicio 3.
Determinar el dominio de la funcién vectorial f(t) = <sin(ln t), ﬁ>

Solucion
f1(t) =sin(Int)

Esta funcion esta definida para V¢ > 0, por lo tanto el dominio es:

Dy, =10, 400




Esta funcion esta definida para{Vt/3 —t? # 0}, por lo tanto el dominio es:

Dy, =R\ {+V3}
Entonces el dominio es:
Dy = Dy, (1)1 Dy, (1) =105 VBIUIV3: o]
Ejercicio 4.

Hallar el dominio de la funcién vectorial f (t) = (arctg(t —4), sin~! 2, cosh et)
Solucion

f1(t) = arctg(t —4), el dominio es Dy, (t) =R
f2(t) =sin~' 2¢, el dominio es Dy, (t) = [7%, %}
f3(t) = coshe’, el dominio es Dy, (t) = R

Por lo tanto:

D= DA 00D 00Dy (0= |54

Ejercicio 5.
Determinar el dominio de la funcién vectorial f (f) = <\/ [t? — 3t + 2|, Incosh 3t, t4+1>

et—2
fi(t) =+/[t2 =3t + 2|, el dominio esDy, (t) =R
f2 (t) = Incosh 3t, el dominio es Dy, (t) = R

41 .
fa(t) = st el dominio es Dy, (t) =]1n2;+o00]

D

Solucion

Por lo tanto:
7=Dy, (t) N Dy, (t) N Dy, (t) =] In2; 400
Ejercicio 6.

Hallar el dominio de la funcién vectorial f (t) = <;‘/ tt?_?_g, cos (%) ,sinh /3 + 2t — 3>

Solucion
=y tant esta funcion estara definida V¢/ tant eR
Ve ys 245

Por lo tanto el dominio es:

Dy, () = IR\g thmkez
1 1
f2 (t) = cos (;) , esta funcion estara definida { Vt/; € R}, el dominio es Dy, () = R\{0}
f3(t) = sinh \/#3 4 2t — 3, esta funcion esta definida {Vt/t> 4+ 2t —3 > 0}, el dominio es
Dy, (#) = [l 4]
Por lo tanto:
Dy= Dy, (t)N Dy, (t) N Dy, () = [1; +oo[\g +km,donde k > 0Nk eZ

El rango o imagen de f (t) son los valores de salida de la funcién vectorial, por lo que el rango es un
conjunto de vectores (Stewart, 2012).

Son de especial interés aquellas funciones vectoriales con dos y tres componentes porque se las puede
representar en el espacio bidimensional y tridimensional respectivamente.

Sea f:ICR-— R?

t—= f) = (fi(t), f2(0)

Estas componentes reciben el nombre de ecuaciones paramétricas (Palacios, 2017).
z=f(t), y=rfa(t) (1.2)

2



Si f1(t) y f2(t) son continuas en I, el conjunto C de todos los puntos (z,y) se llama curva en el
espacio bidimensional.

Para generar la curva C se tienen dos posibilidades:

1. Generar el campo vectorial C' (se recomienda para intervalos pequetios).

2. Eliminar t en las ecuaciones paramétricas mediante métodos algebraicos o utilizando identidades
trigonométricas para obtener una ecuacion cartesiana en x e y.

Es importante que se tomen en la curva C solo aquellos puntos (z,y) que satisfagan las ecuaciones
paramétricas.

Sea f: I CR— R
t— f(t)=(fr(t), f2(t), f3 (2))

Estas componentes reciben el nombre de ecuaciones paramétricas (Palacios, 2017).

z=fi(t),y=rf(t), 2= fi(t) (1.3)

Si f1(t), f2(t) y f3(t) son continuas en I, el conjunto C' de todos los puntos (z,y, z) se llama curva
en el espacio tridimensional (Stewart, 2012).

Para generar la curva C se tienen dos posibilidades:

1. Generar el campo vectorial C' (se recomienda para intervalos pequenios).

2. Eliminar t en las ecuaciones paramétricas mediante métodos algebraicos o utilizando identidades
trigonométricas obteniendo:

2.1. Las ecuaciones de dos superficies en z,y, z, cuya interseccion es C.

2.2. La ecuacion de una superficie en z,y, z en la cual se mueve la curva C para diferentes valores de
una de las variables.

En ciertas ocasiones, para la curva C representada a partir de las ecuaciones cartesianas, se requiere
escribir la funcién vectorial f (t). Esta se obtiene mediante la parametrizacion de las variables de la
ecuacion; dependiendo de como se haga la parametrizacion, la curva C tendra un sentido y por ende
no sera tnica. Dada la grafica de C' (siempre y cuando no sea complicada), también se puede obtener
la ecuacién vectorial.

Ejercicio 7.

Describir el rango de la funcién vectorial f (t) = <1 — 2, t>

Solucion

Df:[R

C:{x=1t2
y=t

Se elimina ¢ y se obtiene la ecuacion cartesiana x = 1 — y?, esta es la curva C, cuya gréfica esté en la
Figura 1.1.

Ecuacion paramétrica de C:

Figura 1.1
Representacion grdfica de C.



Ejercicio 8. .
Representar el rango de la funcion vectorial f (t) = <c4z, 2t>
Solucion

Ecuacion paramétrica de C:
4t
r=e
C:
y =2t
Se elimina t y se obtiene la ecuacion cartesiana y = % Inz, esta es la curva C, cuya grafica esta en la
Figura 1.2.

Figura 1.2

Representacion grdfica de C'.
~y

Ejercicio 9. .
Describir el rango de la funcién vectorial f(t) = (t3,3 —t)
Solucion

D;=R

C:{xzt‘o’
y=3—-1

Se elimina ¢ y se obtiene la ecuacién cartesiana x = (3 — )3, ésta es la curva C, cuya representacion
grafica esta en la Figura 1.3.

Ecuacion paramétrica de C:

Figura 1.3
Grifico de la curva C.

Ejercicio 10.
Sif(t)= <cos L sin %> demostrar que el rango de f es una circunferencia en R?
Solucion

Ecuacion paramétrica de C:



Que corresponde a la ecuacion de una circunferencia, como se puede observar en la Figura 1.4.

Figura 1.4

Grifico de C.
Y

Eje_r:cicio 11. .
Si f(t) = (sint, csct) describir el rango de f
Solucion
El D;=R\kr k€ Z

La ecuacion paramétrica de C:

C'{ T =sint

y =csct

Se elimina ¢ y se obtiene la ecuacion cartesiana y = %, solo una parte de la grafica de ésta es la curva
C, como se indica en la Figura 1.5.

Figura 1.5
Representacion grdfica de f(t)
Ty
2
1
.r__
-2 =1 0o 1 2
-1
-2
a

Ejercicio 12. =
Describa el rango de la funcion vectorial f (¢t) = (cosht,sinh¢ + 2)

Solucion
D F= R
Ecuaciéon paramétrica de C:
x = cosht 22 = cosh?t
¢ y =sinht + 2 = EQLZNQ@
¥ —(y-2)7°=1

Corresponde a la ecuacion de una rama de la hipérbola como se puede observar en la Figura 1.6.



Figura 1.6
Grdfico de [ (t).

Y
61

Ejercicio 13.
La ecuacion cartesiana de una curva C' esta dada por:

C:y=322—-z—-2

Escribir una funcion vectorial que describa C'.
Solucion
Se parametriza C' de la siguiente manera:

r =1
C: )
y=3t"—-t—-2

Por lo tanto la funcién vectorial buscada es: f(£) = (t,3t> —t —2)
Ejercicio 14.
Una curva C' esta dada por la ecuacion cartesiana:

C:4z—1)>2+y*>=4
Escribir una funciéon vectorial que describa C'.
Solucion
Se parametriza C' de la siguiente manera:
x =cost+1

"] y=2sint
La funcién vectorial buscada es: f(t) = (cost + 1,2sint)
Ejercicio 15.

El rango de una funcién vectorial esta representado por la curva cerrada limitada por la parabola y
la recta, representadas en la Figura 1.7.

Figura 1.7
Ejercicio 15.



Escriba una funcién vectorial que describa dicho rango

Solucion

Se halla la ecuacion cartesiana de la parabola, cuya expresion general es:
y=ar’+br+c

Se reemplazan los puntos (—1,0), (0,1), y (3,2) en la ecuacion anterior y se obtiene el sistema de
ecuaciones:
a—b+c =0

c =1
9a+3b+c =2

Resolviendo el sistema, el valor de los coeficientes a, b y ¢ son:

1 5
a=——,b=—-c=1
6 6
Por lo tanto la ecuacion cartesiana de la parabola es: y = ,éﬁ + %:r: + 1, parametrizando:
Cy: v=t ara valoresdet —1<t<3
P ly=-t2+3t+1 P sts
Ahora se escribe la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos (—1,0) y (3,2) :
r=3+4t
: —-1<t<
Cy {y:2+2t para valores de ¢ 1<t<0

La curva cerrada C esté dada por:
C : Cy Uy por lo tanto la funcion vectorial que describe C es
P = {< AP 3t41) -1<t<3
(3+4t,2 + 2t) —1<t<0

Ejercicio 16. .
Describir el rango de la funcién vectorial f () = (—3t,t — 3, et)

Solucion
D F= R
Ecuacion paramétrica de C:
T = f%t
C: y=t—3 que corresponde a la ecuacion de la recta
z=cet

Cuya grafica esta representada en la Figura 1.8.
Figura 1.8

Grifico de f (t).



Ejercicio 17. .
Describir el rango de la funcion vectorial f (¢) = <% cost,sint, 2t)

Solucion
D F= R
La ecuacién paramétrica de C:
T = %cost 42?2 = cos?t
C:< y=sint = y? =sin’t
z =2t 42+ 7 =1

Por lo tanto, la grafica corresponde a la curva que se mueve dentro del cilindro eliptico 422 4+ ¢ = 1
para valores de z = 2¢, como se observa en la Figura 1.9.
Figura 1.9

Representacion del rango de f ().

OOO.0-0.0

Ejercicio 18.
Representar graficamente el rango de la funcion vectorial

f(t) = <\/3003t,\/§sint,2 - \/§sint>

lucié
Solucion Df: R
Ecuacion parametrizada de C:
x =+/3cost 2% =3cos’t
C:{ y=+/3sint = y? = 3sin’t N z=2—y
: e R —
z=2—+/3sint e +y =3

22 4+ 3% = 3 representa un cilindro circular recto dirigido a lo largo del eje z. La ecuaciéon z = 2 — y es
un plano perpendicular a yz.
Por lo tanto, la curva C' que describe la funcion vectorial se debe interpretar como la interseccion de
las dos superficies, cuya grafica esta descrita en la Figura 1.10.

Figura 1.10

Ejercicio 18.



Ejercicio 19.

Describir el rango de la funcién vectorial f (t) = <cosh In(t + 1), €, \/Z> para t € [0,1].
Solucion

El dominio de fos:

Df: [07+OO[

Ecuacion paramétrica de C:

2z = coshln(t + 1)
C:{ y=¢é
z=41

Como no es posible hallar ecuaciones de superficies conocidas que permitan interpretar la curva C' como
la interseccion de estas superficies, y ademaés el intervalo donde se requiere graficar es relativamente
pequeno, se dan valores de entrada del dominio de f, obteniendo una sucesién de puntos, los mismos
que generan la grafica de la funcion vectorial, de la Figura 1.11.

Figura 1.11

Gridfico de f (t).
ahz

Ejercicio 20.

La curva C esta dada por la interseccion de las superficies: 2 +4y> = 16 y 2z = /3.
Escribir una funcion vectorial fﬂ(t) que describa C'y representarla gréaficamente.
Solucion

Se parametriza como:

x =4cost
C:< y=2sint

z2=1/3
Por lo tanto, f(t) = (4cost,2sint, \/§>, Df- = R, cuya grafica esta representada en la Figura 1.12.

Figura 1.12
Representacion de la curva C.

Az




Ejercicio 21.

La curva C esta dada por la interseccion de las superficies: 22 +y? + 22 = 4 A (z — 1)2 +y? = 1, para
z>0.

Escribir una funciéon vectorial f (t) que describa C y representarla graficamente

Solucion

Se parametriza como:

r=-cost+1
C:{ y=sint
z=2sint

2

Por lo tanto f(t) = <cost + 1,sint, 2 sin %> , Df~ = R, cuya grafica esta dada en la Figura 1.13.

Figura 1.13
Grifico de f(t)

Ejercicio 22.

La curva C esta dada por la interseccion de las superficies: 22 +y? = 1 A z = 22
Escribir una funciéon vectorial f (t) que describa C y representarla graficamente
Solucion

Se parametriza como:

xr = cost
C:< y=sint
z =cos?t

Por lo tanto f(t) = <cost7 sint, cos? t> ,Dz=R, cuya grafica esta en la Figura 1.14.

Figura 1.14
Representacion de la curva C.

10



Ejercicio 23.
La curva C esta dada por la interseccion de las superficies: y = 2 — (x2 + 22) ANrx+y=1.
Escribir una funcién vectorial f (t) que describa C y representarla graficamente
Solucion
Se parametriza como:

r=1

C: y=1—t
z=*+V1+t—1t2

Por lo tanto f (&) = (t1—t,£V1I+t—12), D= [1*2\/5; 1+2‘/5}, cuya gréfica estd en la Figura 1.15.

Figura 1.15
Gridfico de la curva C.

z

3

Ejercicio 24.
El rango de una funcién vectorial esta representado en la Figura 1.16.

Figura 1.16
Ejercicio 24.

Escriba una funcion vectorial que describa dicho rango
Solucion
La ecuacién paramétrica de la recta Cy que une los puntos (1,0,0) y (0,2,0) esta dada por:

r=1-—t
O y =2t para te(0<t<1
z2=0

La ecuacion paramétrica de la recta Cy que une los puntos (0,2,0) y (0,0, 3) esta dada por:

z=0
Co:q y=2-2¢ para te0<t<1
z=3t

11



La ecuaciéon paramétrica de la recta C3 que une los puntos (0,0,3) y (1,0,0) esta dada por:

r=t
Cs:¢ y=0 para te0<t<1
z=3—-3t

Entonces C = € U Cy U (3, por lo tanto la funcién vectorial pedida es:

. (1-t2t,0)0 ;0<t<1
fi)y=14 (0,2—2t,3t) ;0<t<1
(¢,0,3-3t) ;0<t<1

1.2. Limites y continuidad

Sea f:IQ[R%[Rm
tHf(t):<f1(t)’f2(t)7"'7fm(t)>

El limite de f se define obteniendo los limites de sus funciones componentes (Stewart, 2012). Es decir:

i 70 = (Jim 7). Jim o), Jim 1) (1)

t—to

Siempre que existan los limites de las funciones componentes. Si el limite de una de las componentes
no existe, entonces el limite de f no existe.

Ejercicio 25.
Calcular lim <2t2 +3,t— 1>4
t——1

Solucion
lim (2t +3,t—1) = lim <h’m 2t + 3, lim t71>
t——1 t——1 \t——1 t——1

, 2 _ _ _
tE)II_l1<2t +3,t—1)=(5-2)

Ejercicio 26.
Calcular lim <%et+27 7t:_+24>
t—2 ’
Solucion
S U o AV BRI Ly
}gl;<g€ o) T\ iy

Calculando el limite de las componentes:

lim le“r1 = l63
t—2 3
. 244
Jim S #
1 t2+4
. lim <7et+1 i> 4

t—2 \ 3 T t—2

Ejercicio 27.

sint—1 cost—1 >

Calcular flg% < 1+4cos2t’ tgt

Solucion
Calculando el limite de las componentes:

. sin?t—1 cost—1 0
lm —— = — ; —_—
t—0 1 4 cos 2t 2 t—0  tgt 0

.
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Aplicando la regla de L'Hopital para levantar la forma indeterminada:

cost — 1 ., —sint
= lim
t—0 tgt t—0 sec?t
cost — 1
)
t—0 tgt
, sint —1 cost—1 1
cSdim(———m— —— )Yy =(—=,0
t—0 \ 14+ cos2t’ tgt 2’

Ejercicio 28.

cos(t+%) 1 4741
t Yesc(t+5)? 3t-7+1 /¢

Calcular lim
Lt

Solucion

Calculando el limite de cada componente:

cos (t + %)

lim =0
t—m
lim ——~ = —
t=mese (E+ 5)
e |
. +1 1

e

t4+ T t—m
-,h’m<COS( +2) 1 4 +1>_<07171>

Tiow t 7csc(t+g)73‘_7‘+1

Ejercicio 29.

Calcular lim <arcsin(t—1) |1—t| cos %t>
t—1

et—1 s t—1 0 t2—-2
Solucion
Calculando el limite de las componentes:

arcsin(t — 1)

i =
] et —1 0
1-1t
limu
t—1 t—1

Para calcular este limite, se debe utilizar el concepto de valor absoluto para resolverlo, asi:

1t = 1-1-t>0 (t<1)
S t-L1-t<0 (t>1)

Entonces se calcula el limite a la izquierda y derecha de 1:

. 1=t ., 1—t 0
lim = lim —— =
t—1 t—1 t=1-t—1 0

Aplicando la regla de L'Hopital:

t
Iim — = lim —1=-1
t—»1-t—1 t—1—
1—t
lim | | = lim =
t—1 t—1 t>1+t—1 0

t—1_0

Aplicando la regla de L’Hopital:

-1
Im —— = lim 1=
t—»1tt—1 =1+

Como:

|1 — ¢ ]
If 1
tau?f t—1 #tauﬂ t—1

13



Entonces:

1—
h’m| d
t—1 t—1

Por lo que al no existir el limite de una de las componentes, se concluye que:

. <arcsin(t —1) |1 —t|cos %t> 3

t—1 et—1 Tt—11t2-2

Una funcién vectorial f (t) es continua en g si :

lim f'(t) = f (o) (1.5)

t—0

Una funcién vectorial f (t) es continua en un intervalo I si lo es en todos los puntos del intervalo

(Edwards y Larson, 2017). Si f no cumple la condicién de continuidad, se dice que es discontinua.

Se habla de una discontinuidad esencial cuando th'ntl f(t) Py una discontinuidad evitable cuando
—to

lim f(¢) 3 pero no es igual a f (to).
t—to

Ejergicio 30.

Sea f(t) = (2t +1,1—t%).

Es f(t) continua en t=2 ?

Solucion

LfR2) = (5.8

2. lm (26 +1,1—1#2) = (5,-3) 3
z. _ 2 — ry

3. tlgxé@t +1,1-%) = f(2)
*. f(t) es continua en t=2

Otra forma de estudiar la continuidad en ¢t = 2, es a partir del dominio dg f, puesto que los posibles
puntos de discontinuidad son aquellos que no son parte del dominio de f, pero que sin embargo, la
funcion existe alrededor de estos.
Entonces Df~ =R, por lo que f es continua V¢ € R.
Ejercicio 31.
- t—2 1 _\.

Sea Fit) = { (7wt #1
Es f(t) continua en t =1 ?
Solucion
L f(1)=(1,0)

. —2 1 \ _/11
2. tlff} <et ) 1+t2> = <Ev 3)
3. lim f(¢) £ f(1)

1"

. f no es continua en ¢t = 1, presentando una discontinuidad evitable.

Para que la funcion se vuelva continua en ¢ = 1, se tiene que redefinir de la siguiente manera:
t—2 1 .
o f{eh i) 4
(1,1 =1
e’ 2 )

Ejercicio 32.

1—t cosmt+1 et .
Sea f(1) = { (Wb “i2fh ey ) 0 £ 1
(-1,1,1);t=1
Es f(t) continua en ¢t =1 ?
Soh_{cién

1—t cos(mt+1) et ﬂ
Int2> t—1 7 sh(t—1)

2. lim
t—1 .
porque }EH m 3

. f presenta una discontinuidad esencial en t=1

14



Ejercicio 33.
Es f(t) continua en ¢ = —1 ? Si no lo es, que clase de discontiniudad presenta?

Fo=(ng)

Trazar la grafica de f

Solucion .
Df =R\ {—1} =t = —1 es un punto de discontinuidad.
tgr{llt-i-l ﬂétgrglf(t) ﬂ
. [ presenta una discontinuidad esencial en t—=-1
Al escribir f en forma paramétrica: z=t
C:
y=t+1
Eliminando ¢ en las ecuaciones paramétricas, se obtifne la siguiente ecuacion cartesiana:
v= z+1
Cuya grafica es: Figura 1.17

Ejercicio 35.

Que corresponde también a la grafica de f en todo su dominio.
Ejercicio 34.

Para la funcién f del ejercicio 33, determinar si es continua V¢ e [—2,0].
Solucion

Como ¢ = —1 € [2;0] = f tiene una discontinuidad esencial en este punto.
Para la grafica en el intervalo solicitado, tomamos la grafica de f en todo su dominio y se lo reduce

para los valores de t comprendidos entre -2 y 0, (ambos inclusive) tal como se ve en la Figura 1.18.

f(=2) = (-2,-1)
Flo)=(0.1)
Figura 1.18
YVt e [-2,0].
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Ejercicio 35.
Es f(t) continua en [§7 %ﬂ ? Sino lo es, indicar que clase de discontinuidad presenta y trazarla
grafica en el intervalo dado.

Solucion .
f(t) = (cost,sec’ t)
DF=R|{5 + Kn)
t=35¢€ [g, %ﬂ = es un puntodde discontinuidad.
Como lim sec’t 3 = lim f(¢t) 7
t—% t—3

. ent =3 f presenta una discontinuidad esencial. Para graficar se escribe f en su forma
paramétrica, asi:

c:{*rT cos t =y = ! =y= L ec. cartesiana
Vy=sectt YT ozt YT 2
Cuya grafica esta en la Figura 1.19.
Figura 1.19
Grifico de y = z%

Yy
4

=

En este caso no todos los puntos de la grafica de la ecuacion cartesiana, corresponden a la grafica de
f en su dominio, debido a que:

C xz=cost, —1<cost<1l = ze€l[-1;1]
| y=sec’t, —oo<sect< -1 V 1<sect<4oo, 1<sec’t<+oo. = y&[l;+oof

Lo cual se observa en la Figura 1.20.

Figura 1.20
Grafica de f(t) en su dominio.
A
y
4
C: £t
; f)
2
1
x
2 -1 0 I

Ahora la grafica Vi € [%, %71’] esté en la Figura 1.21.



Figura 1.21
f)ve e.[g; 7).

Y
s
2
x
-2 0 2
1.3. Derivadas
Sea f I CR— R?
te f() =0T+ ()7
Donde f; y fo son funciones derivables de ¢, entonces:
F@&)=H®T+ 07 (1.6)

Sea f : I CR — R® donde f1, f> y f3 son funciones derivables de ¢, entonces:
F@&)=Hwit 507+ 150k (17)

Geométricamente f7 (t) es un vector tangente a la curva dada por f (t) y apunta en la direccion de los
valores crecientes de ¢ (Edwards y Larson, 2017 ).

Las funciones vectoriales, ecuaciones paramétricas, curvas y vectores permiten describir el movimiento
de un objeto a lo largo de una curva C. Para el movimiento de un objeto a lo largo de una curva C
en el espacio bidimensional:

—

f)=fit)T+ f2(t)J Vector posicion (1.8)
Velocidad =7 (t) = f' (t) = f ()T+ f3 (1) k (1.9)
Aceleracion = a(t) = f" (t) = f{' )7+ f& ()T (1.10)
Rapidez = |7 (1)) = / [£1 ()] + (/3 () (1.11)

Para el movimiento de un objeto a lo largo de una curva C' en el espacio tridimensional:

F&)=fHOT+ RO T+ fs )k (1.12)
Velocidad = 7 (t) = f} ()74 f3 () 7+ f (1) k (1.13)
Aceleracion = a(t) = f{' ()74 fy () T+ f5 () k (1.14)
Rapidez = [|U(t) || = \/ LA @OF + £ OF + [ @) (1.15)

Este modelo vectorial f (t) que sirve para representar el movimiento de un objeto a lo largo de C' es
importante porque se puede usar la primera y segundas derivadas de f (¢) para hallar la velocidad y
la aceleracion del objeto (Edwards y Lanson, 2017).
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Ejercicio 36.

JEn qué punto de lacurva Cj : y = 22, la recta tangente es paralela a la recta Cy : §(t) = (t — 1,2t)?
Solucion

Graficando la curva Cy y la Co, como se muestra en la Figura 1.22:
Figura 1.22
Grdfico de C1 y Cs.

Ci: ft)= (2= f(t)=(1,2t)
Co: G(t)=(t—1,20)

—

Ry =(1,2) ( vector que da direccion a Cs)
Ry = ' (to) = (1,2t0) ( vector tangente a Cf)
Ry | R,
(1,2¢) = M(1,2)
1=2X

2W=2=>1t=1
flto) = F1)=(1,1)
P (1,1)
Ejercicio 37.

Hallar si es que existen puntos (z,y, z) en la curva C en donde las rectas tangentes sean perpendiculares
al planoz +y+32=2

L y=z
o { v=o,
Solucion
Se realiza un bosquejo de C' y el plano dado, como se indica en la Figura 1.23:

Figura 1.23
Bosquejo ejercicio 37.
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Donde R es el vector tangente a C'y N la normal al plano, luego se procede a parametrizar la curva
de la siguiente manera:

=t
C:¢ y=t
z=13

Escrita en forma vectorial es:

R = fI(to) = (1,1,3t5*)
RN
R=\N

(1,1,3¢3) = A\(1,1,3)
1=2A
1=\

3t2=3=ty ==+l
3 P1(17171) P2(_17_17_1)

Ejercicio 38.

Una particula se mueve siguiendo la trayectoria de la curva C descrita por f (t) = <0,t,4 — t2> en el
intervalo [0;2].

. Se pregunta en qué punto (z,y, z) la particula atraviesa el plano y = 1 y para qué valor de t? Trazar
la grafica de C.

Solucion
La curva C escrita en forma paramétrica esta dada por:
z=0
C:{ y=t

z=4—12=z2=4—y?
Por lo que la curva C esta dada por la intersecciéon de las superficies:
z=0
{220,
Cuya representacion grafica la observamos en la figura 1.24.
Figura 1.24

Grifico de f(t) en [0;2] y el plano y = 1.

=1

Por lo que paray = 1, z=4—12=3, 2 = 0; entonces C, atraviesa el punto 3 = 1 en el plano
P(0,1,3). este punto se reemplaza en:

C:

w = o
Il

0
t =t=1
4—¢2
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Ejercicio 39.
Existe una recta que sea tangente en el punto (—1, 3, 1) a la curva C'y que pase por el punto (1,1, —3)?

C:{ x+y2=2

Z=x

Solucion
Se realiza un esquema de la cuva C'y la recta tg como se muestra en la Figura 1.25:

Figura 1.25
Bosquejo ejercicio 39.

=

5l“
5
(&
4
3
1
21
3
4

Parametrizando C :

r=t
C y=2-—1
z =12

C: 3=2-1 =t=-1

La ecuacion de la recta L es:

r=-1+1
L: y=3—1
z=1-2t

Ahora, el punto (1,1, —3) es parte de L ?
Si hallamos un tnico ¢ en L para este punto, entonces se concluird que la recta tangente L a C si
pasa por el punto dado, asi:

1=—-1+t¢
1=3—-t =>t=2
—3=1-2t
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Ejercicio 40.
(Qué angulo forma con el plano zz la tangente a la curva C en el punto (2,0,4)?

2
z=x
ef:im,
Solucion
Se realiza un esquema de la curva C' como se observa en la Figura 1.26:

Figura 1.26
Esquema ejercicio 40

La curva C' se parametriza como:

r=1
C:S y=2—-1t
2z =1t2

Cuya funcién vectorial es:
Ft) ={t,2—t12)
f)=Q1,-1,2)

El punto (2,0,4) corresponde a:

2=t
0=2—-t = t=
4 =2

Siendo N el vector nomal al plano zz: .
N =(0,1,0)
Por lo que: R-N
IRV
(1,-1,4) -(0,1,0)
V18
1

V18
cosf ~ 103,7°

coa=0—90°~13,7°

cosf =

cos = —

Ejercicio 41.
Hallar si es que existe al menos un punto (z,y, z) en la Curva C, en donde la recta tangente a C' sea

perpendicular al plano y = 2.
) 22 +y2+22=0
By’ +27=3
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Solucion
Las ecuaciones dadas no son féciles de parametrizar, por lo que se va a buscar otras superficies cuya
curva de interseccion sea C':
o @A +22=0
2ty H2=3

Restando la segunda de la primera:
27— 22 = -3
22-2:-3 =0
(z=3)(z+1)=0
z=3 ; z=-1
Con z = 3 no es posible hallar la ecuacion de otra superficie; con z = —1 = 2 4 32 = 2 por lo que

las dos nuevas superficies cuya curva de intersecion es la curva C' queda como lo representado en la
Figura 1.27.
z=-1

c;{x2+y2:2

Figura 1.27
FEsquema ejercicio 41

*z
| y=2
L -~
E
:
4yt =2 E
\ L N
‘ T
i

i
1
I
4
'
'
1
0

Se parametriza C' como:

x=\/§cost
C:Q{ y=+2sint
z=-1

F(t) = (V2cost,V2sint, —1)
F1(t) = (=v2sint, V2 cost, 0)
é = f_‘7 (t()) = <—\/§Sillt0\/§COSt0, 0>

R| N
N =(0,1,0)
R=)\N

<—\/§sint0,\/§cost070> = X{0,1,0)
<7\/§sinto, \/icost070> = (0,),0)
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—V2sintg =0 = t; =0 (hay varias soluciones, se toma una)
\/icostoz)\ = A=+2
0=0

*. el punto que cumple con las condiciones dadas es P (\/i, 0,-1).
Ejercicio 42.
Un misil sale de la ciudad A siguiendo la trayectoria descrita por Cy : f (¢) = (22 — 1,13,3t) (¢t > 0),
pero en un cierto ¢ debe cambiar su trayectoria y seguir la de una recta que pasa por el punto (9,7,9)
con la finalidad de interceptar un misil que sale de la ciudad B siguiendo la trayectoria descrita por
Cy:G(t)=(t+1,t+7,t+9>;Cuél es el valor de ¢?
Solucion
Sea t1 : tiempo de interseccion de C3 (recta) con Ch

to : tiempo de interseccion de Cy con C3 (recta)
to: tiempo en el cual C; debe cambiar de trayectoria (recta).

Cr: f(t) = (262 —1,£3,3t)
F1(t) = (4t,3t%,3)

Sea R el vector que es tangente a (' y va a dar direccion a la recta:
R = f(ty) = (4t9,3t3,3)

La ecuacion de la recta cuya direccion es R y pasa por el punto (9,7,9) es:

.’L':9+4t()'t
Cy:¢ y=T7+3tat
z=9+3t

Cs i h(t) = {9+ 4ty -t,7+ 3t3,9 + 3t)

Por lo que los t; y t5 de intersecion, de C3 y Cy con:

—

h(t) = g(t2)
(9 + 4dtots, T+ 3t5t1,9+ 3t1) = (t2 + L, ta + T, 82 +9)

9+ 4dtot; =ty + 1

T+3t3 =t +7

9+ 3t =t2+9
Resolviendo el sistema:

t1:2, t2:67 t[):].

.. El misil que sale de la ciudad A debe cambiar su trayactoria en ¢t = 1
Ejercicio 43.
Una particula se mueve siguiendo la trayectoria descrita por la curva C : ky? — y — 2 = 0;, Cual debe
ser el valor de k para que @(1) = (3,0);cudl es la velocidad en t =17

Solucion
Se parametriza C como:

C: z=kiy>—y

o {x:th—t
y=t

F)=(kt* —t,t)
F)y=v)=@2kt—1,1)
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Se sabe que: a(l) = (3,0)
(3,0) = (2k,0)

3=2k
0=0

Ejercicio 44.
Sea el vector de posicion, de una particula en cualquier tiempo t dado por:

fe) = (sint, cost,sin® t) (t>0)
a) Describa la forma geométrica de la trayectoria para 0 <t <
b) Hallar @ (¢), @ (t) y la rapidez para t = % si la distancia se mide en metros y el tiempo en segundos.

Solucion
a) La funcion vectorial escrita en forma paramétrica:

T =sint
C:{ y=cost
2z =sin?t
Eliminando ¢ :
C: { w4y 2: !
z=x

La interseccion de estas dos superficies es la curva C' representada en la Figura 1.28.
Figura 1.28
Trayectoria de la particula en [0,7/2)

b)




rapidez =

Gy 6) (7))« (7)
rapidez = g m/seg.

Ejercicio 45.
Una particula se desplaza siguiendo la trayectoria de la curva C.Determinar jen qué punto de la
trayectoria alcanza una rapidez de. v/2 m/seg ? Representar la curva C.

2+ @y-12=1
C: y+z=2
<0

Solucion
Representando las superficies y la curva C' en la Figura 1.29:

Figura 1.29
La curva C como interseccion de dos superficies.

g+ (y-1)7=1

y+z=2

Parametrizando C :

T =—V2 —t?
C:{ y=t
z2=2-t

Expresado en forma vectorial:

Ft) = <—\/2t—t2,t,2—t>
Hallando la velocidad:
= t—1
i) =f ()= { ———,1,-1
50 =70 = (Je==1.-1)
Rapidez = [|T(¢t) ||

(t-1)?
V2= s 2

12 —2t+ 1+ 4t —2t2
2=
v \/ 2t — 12

2

o L+2t—#°
S22

Ahora:
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4 — 2% =1+ 2t —t?

2 =2t +1=0
(t-12%=0
t =1 seg.

Ejercicio 46.

Un proyectil es disparado siguiendo la trayectoria de la curva C, dada por la interseccion de las su-
perficies 22 + y? + 22 = 4 Ay = 2(z > 0). En el punto (1,1,1/2) deja de actuar la aceleracion normal

y sale disparado por la tangente siguiendo una nueva trayectoria.

En estas condiciones, ;es posible que el proyectil alcance un objetivo que esta en el punto (4, 4,2 —

Si alcanza el objetivo, cual es la rapidez en unidades S.I?
Solucion
Sea:

224yt +22=4
Cr: y==x
z2>0

Cuya representacion esta dada en la Figura 1.30.

Figura 1.30
Esquema ejercicio 46.

P2yt =4

Se procede a parametrizar C'; como:

xTr =
Cli y:t
z =4 - 22

Cuya forma vectorial es:

o) = <t, /4 — 2t2>
Por lo que el vector tg a Cy en (1,1,/2) esta dado por:

- —2t
"t)=(11,——
Po= {1120
Al punto (1,1,+/2), le corresponde el t:

6
V2

)?.



Entonces la ecuacion de Cy (recta tangente a C; en (1,1,v/2) es:

r=1+4+1
CQZ y:1+t

— 2

z=v2- 2t

Como el objetivo esta en el punto (4, 4,2 — %) , se debe verificar si este punto es parte de Cs :
4=1+t = t=3
4=1+t = t=3
6 _ 2 _
V2 - 5= V2 - 5t > t=3

Entonces si es parte de Cy, por lo que el proyectil si alcanza el objetivo y lo hace con una rapidez de:

Cy: g‘(t):<1+t,1+t,\/§—%t>

Tt) =g (t) = <171,7%>

rapidez = ||7(3)]| = \/(1)2 +(1)2+ (—%) = /3 m/seg.

Ejercicio 47.

Un aeroplano de exhibicién describe una curva C dada por:
r 2 2 3 1 2 11
Fe)= (£ — 4t 43,6t 86> + 2%, 47 — 2 + —

Demostrar que este pasa dos veces por el punto (0,0,4), e indicar en qué tiempo y a qué rapidez lo
hace.

Solucion
La forma parameétrica de C esta dada por:
r=12—4t+3
C:{ y=6t—8t2+2t3
z=1t2 -2t 4+ 4

Al pasar por el punto (0,0,4) se tiene:
0=t>2—4t+3 = t=1,t=3
0=06t—8t2+2t> = 2t(t* —4t+3)

= t=1,t=3
4= -2%+4 = 2-4+3=0 =

=0,
1L,t=3

t
t
Por lo que la primera vez el aeroplano pasa por el punto (0,0,4) en t = 1 y a una rapidez de:
F(t) = (2t — 4,6 — 16t + 61>, ¢ — 2)
5(1) = /(1) = (-2,-4,-1)

rapidez = ||7(1)]| = V/(=2)2 + (—4)2 + (—1)2 = 21 m/seg.

La segunda vez el aeroplano pasa por el punto (0,0,4) en ¢ = 3 y a una rapidez de:

93) = f1(3) = (2,12,1)

rapidez = [|7(3)|| = V/(2)2 + (12)2 + (1)2 = /149 m/seg.
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1.4. Integral indefinida

Sca:f_‘:lgl}?ﬁ[l?2
to ) =H®T+ )T

Si f(t), f2(t) son continuas en I, entonces:

/f(t)dt:F/fl(t)dt—&-f/fg(t)dt

[Faya=aum-c
Donde:
Dz[Q )] = F(t) y C es un vector constante arbitrario
Sca:f_‘:lgl}?ﬁ[l?3
to f(t)= T+ L]+ 50k

Si f1(t), f2 () yfs (t) son continuas en I, entonces:

/f(t)dt:f/fl(t)dt+j/fg(t)dtJrE/fg,(t)dt

/f(t)dt:é(t)+0

Donde. . =
D[R (t)] = f(t) y C es un vector constante arbitrario.

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

La integral indefinida o antiderivada de una funcion vectorial es una familia de funciones vectoriales

caracterizadas por el vector constante C (Edwards y larson, 2017).

En muchas aplicaciones se tiene los datos de velocidad y aceleracion del objeto, con la ayuda de la

integral indefinida se podran hallan el vector de posicion del objeto.

2
tint, —— ) dt
[ (=)
12 t2
/<tlnt7 t271>dt: </lntdt,/t271dt>

Se calcula la integral indefinida, de cada componente:

/tlntdt
u= Int /dv:/tdt
1
v =

du= = dt t?
t

Ejercicio 48.
Calcular la integral indefinida:

Solucion

2

t2 21
thntdt=—1Int— | —-= dt
/n 2 2%

/tltdt*ﬁlt 1t2+c
J et =ty !

2
[o—a

t2 1

o 1+ 21 expresada como la suma de un polinomio mas una fraccion propia
2 1+ 1

2—1 (t—1(t+1)
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Descomponiendo en fracciones parciales:

1 A B
G-Di+D) -1 131
1=A(t+1)+B(t—1)
1=At+A+Bt—B

t: 0=A+1B
t°: 1=A-B
1=24
1 1

A=—-;B=—=
2 2

1 1 1

t—-1+1)  20¢-1) 20¢+1).

/ P ottt imeon -t tc
e @it 2 2

Entonces:

12 1

12 1 t—1
dt=t+-In(—)+C
/t271 +2“(zt+1)+ 2

t2 12 1 1 t—1 -
Int, —— Vdt={ —=Int — ~t*>,t+ =In | —= C
/<n’t271> <2n 1 ’Jrzn(,z+1)>+
Ejercicio 49.

Calcular la integral indefinida:

Por lo tanto:

Solucion

1 1 dt 1
2¢ —Vdt = / 2 tdt, L ——dt
/<cos 7\/{5+172*t> Cos , \/Z—&-l’ 71

Se halla la integral indefinida de cada componente:

1+ cos2
/cos%dtz/(%bt) dt

/cosztdt = %/(1 + cos 2t)dt
) 1 1
cos tdtzi t+551n2t + C1

1 1
/cos2tdt: §t+zsin2t+01

1
————dt
/\/%+1
t=u?, dt = 2udu
Vit=u
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/ ! dt:/ 24

Vi+1 u+1

U . B

/7&:2/7““ Liu

Vi+1 u+1

S|
dt:Q/(“*l—L)du

V2+1 u+1l wu+1

/;dt=2/<lfL>du

Vi+1 u+1

1
/ mdt =2[u—In(u+1)] + Cs

1
/ Jidt =2Vt —In(Vt+1)] + C,

/\[ dt =2Vt —2In(vVt +1) + Cy
/ 7dt — ln(2 — t) + C3

Por lo tanto:

1 1 1 1 =
/<COS2t,ﬁ,m>dt:<§t+181n2t, 2\/2_211'1(\/2“!‘1), —1n(2—t)>+0

Ejercicio 50.
Calcular la integral indefinida:

4
/ <tet2, o 1,sim tecos"> dt
4 cost B cost
tet” B ,sinte dt = te! dt t2 sin te®*® dt

Se halla las integrales indefinidas de cada componente:

/ tet” dt

Solucion

, du=2tdt

/e du
tet” dt = e+ Ch
te! d 7€t +C

t2 + 1
/sin tecost dt
u = cost , du = —sintdt

sinte®tdt = —e® + Cj

sinte®st dt = —e®t 4+ Cy

/
/
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Por lo tanto:

4 1 -
/<tet2, m,sinte“’”> dt = <§et2 , darctgt , fec°5t> +C

Ejercicio 51.
Hallar f, sabiendo que su derivada esta dada por ﬁ(t) = <2t, i> y H(O) =(-1,1) .

Solucion
fo) = [Fo
o) = / <2t, tJ%l>dt
fo = </2tdt,/t+ildt>
F) =+t +1)+C)
Calculando: ]F(O) = <02 +C1,In(0+1) + C'2>
F(0) = (Cy,C)
f(0) = (~1,1)
(—=1,1) = (C1,Cy)
1=
1=0Cs

Por lo tanto la funcion vectorial pedida es:
F)=E-1,In(t+1)+1)
Ejercicio 52. .

Hallar f(t), sabiendo que su derivada esta dada por f(t) = ( cost ,—e',sh*tcht) y f(0) = (1,-1,1)
Solucion

f@) = /<cost7 —et, sh’t cht) dt

f@) = </ costdt,/—etdt,/ sh?tchtdt>

Las integrales indefinidas de las componentes estdn dadas por:

/costdt = —sint+ Cy
/—etdt =—¢' +

/ sh2tcht dt

u = sht,du = cht dt

/shzt chtdt = /quu

1
/sh2t chtdt = gu?’ + C3

1
/ sh?tcht dt = §5h3t + Cs
Por lo que:

- 1 .
f (t) = <sint + Cy, —el + Cy, §Sh3t + Cg>
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Calculando:

/\“’

0) = <Sin(0) +C1, = + Oy, %( sh(0) )* + Cs>

F(0) = (C1, —1+ C5,C3)
H(0) =(1,-1,1)
<17 _1’ ]-> = (Cla -1 + 02a03>
1=0C; =C1 =1
—-1=-14Cy, =Cy=0
1=0C4 =0C3=1

Por lo tanto la funcion vectorial pedida es:
= 1
f@) = <sint +1,—¢t, gsh3t + 1>

Ejercicio 53.

La velocidad, de una particula que describe una curva C' esta dada por ¥ (t) = 7'+ 2t7. Si la particula
se encuentra en el punto (2,0) en ¢t = 1, hallar la funcién vectorial de la curva C' y representarla
graficamente.

Solucion

Ft)=(t+Ct*+C)
f=1+C,1+Cy)
f) = (2,0

(2,0) = (1+C1,1+Cy)

2=1+C1 =0C =1
0=14+Cy, =0Cy=-1

Por lo que la ecuacion, de la trayectoria (curva C) esta dada por:
fity={+1,2-1). (t>0)

Para representar graficamente C, se procede a hallar la ecuacion cartesiana a partir de las ecuaciones
paramétricas:

Jrx=t+1 2
C'{y:t2—1 =y=(x—-1) 1

Cuya representacion esta en la Figura 1.31.
Figura 1.31

Representacion de f (t).
aTy

c:f()
1 0 i/z 3
-1 t=0
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Ejercicio 54.

Una particula sigue la trayectoria de la curva C descrita por la funcién vectorial f (t), hallar dicha
funcién, sabiendo que ¥'(t) = (— sint, cost, sint ), f (g) = (1,1,0). Ademaés identificar y representar
las superficies sobre las cuales esta la trayectoria y trazar la grafica de la misma.

Solucion

Ft) = / 3 (1) dt

/(— sint, cost, sint)dt

</ —smtdt cos tdt,/sin tdt>

F(t) = (cost + Cy,sint + Cy, — cost + Cs)
™

f(g) = (C1,1+Cy,C3)
(17170> = <Clyl+02703>

Ci=1
Cr=0
C3=0

Por lo que la funcién vectorial f (t) esta dada por:
F(t) = (cost + 1,sint, — cost)

Para representar la curva C' se va a escribir las ecuaciones paramétricas de C, obteniendo las ecuaciones
cartesianas, de dos superficies, cuya intersecion es la curva C.

xr =cost+1
C:< y=sint
z = —cost.

Eliminando ¢ en z e y:
(=1 +y*=1

Eliminando ¢ en y e z:
r+z=1

C (x—1)24+y?>=1 cilindro circular recto
’ r+z=1 plano L al plano zz

Su representacion grafica esta en la Figura 1.32.

Figura 1.32

Trayectoria de la particula (curva C).
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Ejercicio 55.

Una particula sigue la trayectoria de la curva C descrita por una funcién vectorial f (t), sabiendo que
i(t) = €', 9(0) =7, f(0) =7

a) Hallar f(t)

b) Trazar la grafica de C

Solucion

a) mw:/ama
ﬁm:/wmﬁ
ﬁ(t) = <6t + Cl,CQ>
#(0) = (" + C1,Cy)
7(0) = (1+ C1,Co)
¥(0) = (1,0)
(1,0) = (1 + C1, Cy)

1=1+C, =C1=0
OZCQ ﬁCQZO

7 (t) = (e',0)
ﬂﬂ:/ﬁ@ﬁ
f@) = /(et,0> dt

f?(t) = <€t + Cg,C4>
fl0) = (" +C5,C4) = (1+C3,Cy)

b) Escribiendo las ecuaciones paramétricas, de C :

¢
T=e
cfz=:
Por lo que la grafica de C esta dada en la Figura 1.33.
Figura 1.33
Trayectoria de la particula (curva C').
Y
1=0 C
LT

Ejercicio 56. .
Una particula se mueve siguiendo la trayectoria de la curva C descrita por la funcion vectorial f (t),
hallar dicha funcién si se sabe que @ (t) = —4k, #(1) = 7— J— 4k, f(0) = 5k; identificar y reprentar las
superficies sobre las cuales esta la trayectoria y trazar la curva C.

Solucion
wwz/a@ﬁ



v(t) = /(07 0,—4)dt
’17(75) = <Cl,02,*4t+03>
(1) = (C1,Cs,—4 + Cs)

(
( ) (1’_1 - >
(1,—1,-4) = (C1,C2, -4+ C3)

=1
Cy=-1
C5=0

F(t) = (1,1, —4t)
Ft) = /17(t) dt
() = /(1,—1,—4t>dt

=y

Ft) = {t+Cy,—t + C5,—2t* + Cs)
F(0) = (C4, C5, Cg)
£(0) = (0,0,5)
(07 07 5> = <C47 057 06>
Ci=Cs=0
Ce=5

Por lo que la funciéon vectorial pedida es:

F(t) = (t,—t,—2t> +5)
Escribiendo las ecuaciones paramétricas:

r=t
C:< y=-t
z=5-—2t2
Eliminando ¢ :
Jy=-z plano L al plano coordenado zy
z=5—a2—y% paraboloide.

La grafica de C' se muestra en la Figura 1.34.
Figura 1.34

Trayectoria de la particula (curva C).
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Ejercicio 57.

Hallar una funcién vectorial que describa la trayectoria de una particula cuya aceleracion en cualquier
t esté dado por @ (t) = <3t2 - 1,0, 0>. Se sabe que inicia su movimiento en el origen; en t = lseg. la
rapidez es de 3v/2 m /seg. y las componentes de la velocidad en y e z son iguales y la componente de
la velocidad en x es el doble de la componente de la velocidad en y.

Solucion

<y

(t) :(/<3t271,0,0>dt

(t) = (? —t+C1,Cy,C3) dt
(1) = (C1,Ca, Cs)

<y

rapidez = ||U(1)]]

rapidez = 1/ 012 + 022 + 032
V12 + Co? 4 C3% = 3V2

C12 + 022 + 032 =18
Cy =C3
C1 =2Cy

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

(2C2)% + Co% + G2 = 18

60,2 =18
2 =3
Cy=+3
Cs =3

Cy=2V3

Por lo que la ecuaciéon de la velocidad es:

7(t) = <t3 —t+2v3,V/3, \/§>
Como:
f@) = /ﬁ(t) dt
f‘(t):/<t3*t+2\/§,\/§,\/§>dt
f@) = <§ f§+2\/§t+c4,\/§t+c5,\/§t+cﬁ>
Como parte del origen: .

f(o) = <07070)
f(o) = <C4a C57 C6>
(0,0,0) = (C4C5, Co)

Cy=C;=0C=0
Por lo tanto la funcion vectorial que describe la trayectoria de la particula es:

f@) = <§ - g + 2V/3t,V/3t, x/§t> (t>0)
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1.5. Integral definida

Sea f:ICR— R?
t= )= H T+ fo(t)T

/:f(t)dt:f/:fl (t)dt+j/abf2(t)dt

Aplicando el teorema fundamental del célculo:

b
/ Ftydt= G )

Donde @ es la antiderivada de f

Sea f:ICR—R?
tes )= MT+ LT+ 0k

/{;bf(t)dt:?/:fl(t)dt—&-j/:)fg(t)dt—&-lz/[;bfg(t)dt

Aplicando al teorema fundamental del calculo:

Donde R es la antiderivada de f

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Sea C' una curva descrita por f (t), suponiendo que las primeras derivadas de los componentes son
continuas en a < t < b. Entonces si L es la longitud del arco de C' de a hasta b (Stewart, 2012).

Para curvas en el espacio bidimensional:

= [ |pwa= [ Vrorsmow

Para curvas en el espacio tridimensional:

b b
L= [ 17 @lat= [ i @F + 5 00 + 75 o)

Ejercicio 58.
Calcular la integral definida:

/01 (e,2) dt

/O1 (¥, In(2 —¢t)) dt = </01 egtdt,/t;lln(Q - t)dt>

Se procede a calcular la integral definida de cada componente:

1
/ e2tdt
0

u=2t, du=2dt

Solucion
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/thdt = l/‘e“du
2
1
/thdt = 56”
1
/e2tdt = 56%
1
/ e2tdt = 162'5
0 2
! 1
/ e2tdt = = (62 - eo)
o 2
! 1
/ e2dt = 5 (92 — 1)

0
/1 In(2 — t)dt

0
u=2-—t, du=—dt

/111(2—t) = —/lnudu
w=lnu /dv:/du
1

dw = —du
U

1

v=u

izt~ (st [ a)

In(2—t)dt = —ulnu+u

.111(2 —t)dt=—2—-t)In(2—-t)+ (2—-1)

' In(2 — t)dt = (2 —t)[1 — In(2 — t)]|}

1
In(2—t)dt =2In2 -1

/
/
/
/ln(2 —t)dt = (2—t)(1 - In(2 — 1))
/
/

Por lo tanto:

/01 (e, In(2 — 1)) dt = <% (e —1),2In2— 1>

Ejercicio 59.
Calcular la integral definida:

2 1
[ e
0 t+1
2 1 2 2 1
/<|t—1|7—>dt:</ |t—1\dt7/ —dt>
o t+1 0 o t+1

Calculando la integral definida de cada componente:

2
/ It — 1|dt
0

o1 = t—1; t—1>0, t>1
Tl 1-¢t t-1<0, t<1

Solucion
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/0'2 \t—l\dt:/Ol(l—t)dt-&-/f(t—l)dt

2 2\ 2 2
/ It — 1]t = (t-—) + (—-t)
0 2/ 2 1
-2
/ [t —1ldt =1
0
2 1 )
——dt=In(t+1
/0 Tl n(t + 1)
2
1
/ ——dt=1In3
o t+1
Por lo tanto la integral definida es:
2 1
/ [t — 1|, —— ) dt = (1,In3)
0 t+1
Ejercicio 60.
Calcular la integral definida. B
3
/ <2 ctgt, 4 cos? tsin t> dt
=
Solucion
/ <2 ctgt, 4 cos? tsint> dt = </ 2 ctgtdt, / 4cos2tsintdt>
T T JT

Hallando la integral definida de cada componente:

s
/ 2ctgtdt

4

cost

/2ctgtdt =2 | —dt
sint

u =sint, du = costdt
d
2ctgtdt =2 [ &
U
2ctgtdt =2Inu

2ctgtdt = 2Insint

—_—— —

/2 /2
/ 2ctgtdt = 2In(sint)
w/4 /4
H 2
2ctgtdt =2 (1111 —In \2[>

ol

V2

2ctgtdt = —21n -

£}

4 cos? tsintdt

\ A.H\-' »b;\#\ INE

dcos?tsintdt =4 / cos? t sin tdt
u=cos (t),du = —sin(t)dt
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4cos® tsintdt = 74/u2du
2, 4 3
4 cos” tsintdt = —gu

4 .
4cos?tsintdt = — 3 cos®t

ol

R '\_H\w\a —_—

4cos® tsintdt = —— cos® té
4

4 cos? tsintdt =

3 2 V2
/ <20tgt 4 cos? ts1nt>d < 2111f \3[>

4

oS
w& ol &

LBl

Por lo tanto:

Ejercicio 61.
Calcular la siguiente integral definida:

3
L t
T VR 3, o ) dt
Solucion /2 <t27t’ + ’t2+2>

1 t 1 ¢
/12 ) dt = ———dt, | tV/t2 + 3dt ———dt
</2 2 —t’ +3’t2+2> </2 22—t /2 3 +/2 242 >

Calculando la integral definida de cada componente:
1
[ a
, 12—t
1
——dt
/ 2 —t

1 A B

e
1=A(t—1)+ Bt
1=At— A+ Bt

t: 0=A+B

t°: 1=A ; B=-1
1 1 1

22—t ¢t t—1

11
tttdt /(¥7t71)dt

dt =Int —In(t — 1)

t
st =In | —
12— <t—1)
3

/
=
/3

/ﬂ? =t (%)2

3
/ 1n§—1112
5 12— 2
3
3
1 —
/2 72— "
3
/t\/t2+3dt
2
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/t\/t2+3dt
u=1t>+3, du=2tdt

/t\/t2+3dt= %/u%du

/t\/t2+3dt: %u%
/t\/t2+3dt: % (#+3)*

3 1 33
/ t\/12 4 3dt = g(t2+3)2
2 2

3
/t\/t2+3dt:8\/—§ﬁ
2
3
t
/2 t2+2dt
t
—dt
/t2+2
u=1t>+2, du=2tdt
[
t2 +2 2 u
1 1
=1
/t2+2dt 2nu

/ ! dtz%ln(t2+2)

12+ 2

/3 Logi=1 (t*+2)
- = = —1In (7
g 1242 2 2
3
1 1
Amdt:§(lnllfln6)
3
1 1. 11
dt = -~In=—
/2 212972 "%

Por lo tanto:

3701 t 3 7T -~ 1. 11
Ve +3,——Vdt=(In>,8/3— =VT7,=In—
/2 <t2—t’ + ’t2+2> <n47 V- 3VTg n6>

Ejercicio 62.
Calcular la integral definida:

1
t ch2t
.3
sin” ¢, ——, ———- ) dt
/0<§m ’t+1’l+sh2t>

1 1 1 1
. t h2t t h2t
/ sindt, —— PN g~ /sin3tdt,/ a2y
0 t+1" 1+ sh?t 0 o t+1 o ch?t

Calculando la integral definida de cada componente:

1
/ sin® tdt
0
/sin3 tdt = / (sin2 tsin t) dt

/sin3 tdt = / (1 — cos? t) sin tdt
/sin3 tdt = / (sint — cos? tsin t) dt

41
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sin® tdt =

—

1

S— — S— ——

—cost +

sin® tdt = — cost +

cos® ¢

5,1
cos®t

0

. 1 1
sintdt = [ —cos1+ —cosl | — | -1+ =
3 3
1 9
sin®tdt = Z(1 —cos 1)
0 3
1 1
t t+1—-1
/7@:/ fri-ly,
o t+1 Jo t+1
1 1
1
/Ldt:/ -\
o t+1 0 +1
1oy )
——dt=t-1 1
/0t+1dt t—In(t+1)|,
1
/Ldt—171n2
o t+1
L ehot
o ch?t
" ch2t
ch?t
u = ch?t , du = 2sht cht dt
du = ch2tdt
ch2t 1
/chzt _/idu
ch2t
/mdt Inu
ch2t
——dt =1In(1+sh’
/ch2t +sht)
ch2t 2
/(;Cthdf—ln(lJreh !0
1
ch2t 2y
1
ch2t
———dt =1n (1 + sh?1
/O Ch2t n( +s )
Por lo tanto:
1
. t ch2t 2
.3 2
./0 <sm t7m7m>dt:<§(1—cosl),l—ln2,111(1+sh 1)>

Ejercicio 63.
Calcular la integral definida:

1
/ <\/4t2 +1,3te™3, tsh2t> dt
0

Solucion

1 1 1 1
/ <\/4t2+1,3te’3t,tsh2t> dt = < / VA2 1 1dt, / 3te=3tdt, / tsh2t>
0 0 0 0

Calculando la integral definida de las componentes

1
/ VA2 + 1dt
0

/ 1
/\/4t2+1dt:2/ t2+1dtc



Aplicando la féormula de integral de tabla:

/\/4t2+1dt:2 E\/tQ—&-l—i—iln t+\/t2+l
. 2 42 4

[, 1 1 [, 1
2 — 24— 4 = 24—
/\/4t +1dt =t t+4+4ln(t+ t+4>
/1 482 + 1dt = |t t2+1+11 t+ t2+1
V4 = |t/ 4+ ZIn \/ -
0 4 4 4

1
0

[ v [(Fein (7)) - (o)

1
/ Va2 +1dt = ? + %1n(2+\/5)
0

1
/ Ste 3tdt
0
/ Ste 3'dt
u=t ,/dv:/3e_3"dt
v=—e %

du=dt ,

/3te_3tdt = —te 3 +/6_3tdt

1
/Bte_gtdt = —te 3 — 56_3”

1
/ tsh2tdt
0

/ tsh2tdt

— ’/dv:/sthdt

du=dt , 1

v = §ch2t

/tsthdt = %cth — %/Cthdt

1
tsh2tdt = Ech2t — —sh2t
2 4

! t 1
tsh2tdt = | —ch2t — —sh2t
o 2 4

1

0

! 1 1
/ tsh2tdt = —ch2 — —sh2
0 2 4

Por lo tanto:

1
/ <\/4t2 11, 3te’3t,tsh2t> dt = <
0

NG 1
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Ejercicio 64.
Calcular la longitud de la curva C, descrita por

Ft)y= @)t e [-1;1]

2o 3ty telo1]
1o = {(t{—t); te[-1;0]

Solucion

Como se va a calcular la longitud de la curva C, suficiente con tomar f (t) para t € [0;1].

Escribiendo las ecuaciones paramétricas: { 2
Tr =

y=t
La representacion de C' esta en la Figura 1.35.
Figura 1.35

Representacion de C.
L 'i’l

C: =z =21

Como f (t) = (2t,1):
L:/:
- [ verTar
L:/Olmdt

! 1
Lo [ i e
o 4
1 1
L:Q/ \Jt2+ —dt
o 4
t | 1 1
L=2|=y/t2+=+ 21
[2 t+4+%n

! t)Hdt

lo

1
t t2 —
P

-4
o [E (2] o)

Ejercicio 65.
Calcular la longitud de la curva C (la mas corta) dada por la intersecciéon de las superficies 22 +y?+22 =

10,y? — 22 + 22 = 6, entre los puntos(v/2,0,v8) v (v2,1,V7).

Solucion

Sea . 2242+ 22=10
Tl P+ + 22 =6
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Se procede a hallar ecuaciones de otras dos superficies cuya interseccion sea la misma curva C, se
elimina entonces x en las ecuaciones anteriores, obteniendo:

y2 +22=8
Reemplazando en cualquiera de ellas se tiene:
z=2
Por lo que las ecuaciones, de las dos nuevas superficies son:

c:{ T =v2

yP+ 22 =38

Cuya representacion de C esté en la Figura 1.36.
Figura 1.36
Representacion de C.

Parametrizando C :

r=12
C: y=
z=v8—12

Entonces:

Ft) = <\/§,t, \/87t2>

b
i/

(v/2,0,V8)
V2=12
0=t =t=0
V8=18—12
(vV2,1,V/7)

V2=1V2

f’(t)Hdt

Hallando los limites de integracion:

1=t =t=1
Vi=VB—&
0<t<1




1 ; 2
L= 1+ | —— ) dt
Ly ()
1
L:/ v8 dt
0 V8—12
t
L=+8sin"! —
NG
1
L =+8arcsin [ — | m.
(%)

Hallar la distancia que recorre una particula que se desplaza siguiendo la trayectoria de la curva

(z—1)24(y—2)? = 4 entre los puntos (0,24 +/3) y (1,0) en sentido del movimiento de las manecillas
del reloj.

Solucion

Representando la curva (z — 1)2 + (y — 2)? = 4 como se muestra en la Figura 1.37.

1

0

Ejercicio 66.

Figura 1.37

Grifico de la trayectoria de la particula.

Parametrizando en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj:

C- r=2sint+1
| y=2cost+2

Entonces:

F(t) = (2sint +1,2cost + 2)

Hallando los limites de integracion:

(0,2 +V3)

O=2sint+l=sint=—y =
2+\/§:2cost+2=>cost:§ 6
(1,0)

=1=m.

1=2sint+1=sint=0
0=2cost+2=-cost =—1

<t<m

SE

F(t) = (2cost, —2sint)
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b
L= / f (t)H dt
L= V/(2cost)2 4 (—2sint)2d
—m/6
L= / 2/ cos?t + sin? tdt
—m/6
L :/ 2dt
—m/6
L=2tf
™
L=2 —t
T+ 3
L= gﬂ m.

Ejercicio 67.
Una particula se desplaza siguiendo la trayetoria de la curva C: (z — 1)2+(y—2)2 =4. Ent = 3 seg.
esté en el punto (1,4), luego de recorrer %" metros, en qué punto se encontrara la particula? Suponga
que se desplaza en sentido contrario al movimientio de las manecillas del reloj.
Solucion
Parametrizando la curva C :

) x=1+2cost

’ { y =2+ 2sint.

Entonces:
Ft) = (1+2cost, 2+ 2sint)
F(t) = (—2sint, 2 cost)
b
e

L=

f (t)H dt

V/(=2sint)? + (2 cost)2dt

5

h
Il

4 (sin®t + cos? t)dt

5 t
g = 2t|ﬂ_0/2
5
g =2y — 7
4
to = g

f(%n) = <1+200s§7r,2+2sin§7r>
f<§7r> = <0,2— \/§> = P(0,2—3)

Ejercicio 68.
Una particula se desplaza por la curva C, dada por la intersecion de las superficies dadas. Calcule la
longitud de la trayectoria, sabiendo que la particula en su recorrido debe pasar una sola vez por el
mismo punto.

2 dy+22=4
C: 22 +22=1
z>0
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Solucion
Representando la curva C en la Figura 1.38:

Figura 1.38
Recorrido de la particula (curva C).

4

Para parametrizar C, hallamos las ecuaciones de superficies mas simples a partir de las dadas con la
finalidad de que la parametrizacion también sea simple.

2 2 _
C:{m +z2c=1

y=3.

x = cost
C:{ y=3

z =sint

Entonces: R
f(t) = (cost, 3,sint)

f(t) = (—sint, 0, cost)
Para hallar los limites de integracion tenemos:

z=0=>2x==1

y=3
Entonces los puntos son (1,3,0),(—1,3,0).
Para (1,3,0) :
1 =cost
3=3 =t=0
0 =sint
Para (—1,3,0):
—1 =cost
3=3 S>t=m
0 =sint
0<t<m
Ahora:
b=
L:/ 7 (t)Hdt
a

L= / v/ (—sint)? + (cost)2dt
0

L:/ Vsin® ¢ 4 cos? tdt
0

™

L=t

0
L=mm.
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Ejercicio 69.

Una particula se mueve en sentido antihorario siguiendo la curva C : 22 +y?> =5, en t =

en el punto (0, \/5) En qué punto estara luego de recorrer%\/gﬂ metros?

Solucion
C:224+4y*=5
Parametrizando:
C- Tr = \/5 cost
‘ =+/5sint
Luego:

f@) = <\/E;cost, \/gsint>
)= <—\/gsint7 \/5(:ost>

L=

7 @) at

/ \/ V5sint)2? + t(v/5 cos t)2dt
L= / V5V sin? t + cos? tdt
ki

to
L= V5dt
J3
Pero L = %x/gmn:
2 to
2 Vor= / NG
2 "

2

ZV5m = V5t

3 3
7

\/51‘0 = 6\/571'

to = z se,
0 = 67{' 2.
Luego:
NG cos 5sin !
—T
6
_ 15
- 2
V15 5
Entonces la particula estara en el punto ( 52, 7)

Ejercicio 70.

W <
5 seg. esta

Una particula se mueve en el espacio tridimensional siguiendo la trayectoria de la curva C : f (t) =
<t, 2 —t, VAt — 2t2> Al iniciar el movimiento esta en el punto (0,2,0), se pregunta jen qué tiempo

recorrera \/§7r metros?
Solucion

(t)H dt

b
- [
- 2—2t
)= {1,-1, ———
®) < / \/4t—2t2>
En t = 0 esta en el punto (0, 2,0).
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L_/to (1)2 + (=1)? + (ﬁ
0 V4A — 2¢?
fo 4 — 81 4 41
L= 24— T
/O MR TETER
to _ 442 _ 2
L:/ \/St A2 HA—st+Ar?
0 4t — 2¢2
to
[
Jo 1—-(t—-1)2

to

Vor =V2sin7l(t - 1) .

7T =sin"! (to — 1) — sin~*(~1)

™
sin 1(7,‘071):5

to—1=1
to = 2 seg.

2
) a
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Capitulo 2

Funciones reales de n variables reales

2.1. Dominios

Sea f una funcion real de n variables reales definida como:
f:DCR"” =R
(z1,22,...,2pn) = 2= f(z1,22,...,2p)

El dominio de f es el conjunto de valores para el que se encuentra definida ésta (Garcia, 2015). Para
valores de entrada (z1,z3,...,2,) en la ecuacion de f, los valores de salida z son ntimeros reales.

Dy ={(®1,22,...,2, €R"/T2z€RA 2z = f(21,22,...,24)} (2.1)

Sea f:DCR?® —R

(@,y) —z=[(2,9)

Di={(z,y) ER*/Iz€RAz=f(z,9)} (2.2)

Sea f:DCR* —R

(J?,y,Z) »—)wzf(;r:,y,z)

Df:{(;v7y7z)G[Rg/Elwe[R/\w:f(;my,z)} (2.3)
Es importante destacar que para determinar el dominio de este tipo de funciones, hay que tener

las mismas precauciones que se tuvo para hallar los dominios de funciones reales de una variable
independiente.

Ejercicio 71
Hallar el dominio de la funcion y representarlo graficamente:

_ Jy—e
[(z,y) = Tty

Como se trata de una raiz cuyo indice es par, la cantidad subradical debe ser mayor o igual a cero,
por lo que:

Solucion

y_e:l:
Dy ={(z,y) e R3/Z—— >0
r={@ner/it 20l

Como la cantidad subradical es una fracciéon, esta sera un niimero positivo o igual a cero cuando:
y—e"20ANz+y>0lVy—e"<0Az+y <0
Entonces:
Di={(z,y) eR?/[y—€e">0Az+y>0V[y—€e" <0Az+y<0]}

Graficando las ecuaciones y = e” y y = —xz, se determina graficamente la solucién de este sistema de
inecuaciones, tal como se observa en la Figura 2.1.
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Figura 2.1
Dominio de f (z,y).

Ejercicio 72
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente.

arcsin z
VYy—x

Solucion
Para determinar el dominio de f, se considera a ésta como un cociente de dos funciones, asi tenemos.

g(z,y) = arcsina; Dy = {(z,y) e R*/ —1 <2 < 1}

hMx,y) = Vy — 2%, Dy, = {(.T,y) eR? )y —a?> 0}

Dy ={DyN Dy} = {h(z,y) = 0}

Dy = {(z,y) eRZ/—lgxgl/\yf:czz()/\yfrczyéO}
Se representa la curva y = 22 y las rectas z = —1 y 2 = 1 para resolver graficamente el sistema de
inecuaciones, tal como se muestra en la Figura 2.2.

Figura 2.2
Dominio de f (z,y).

Ejercicio 73
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

flz,y)=e 75l -chln(y — )

Solucion
Para determinar el dominio, se considera a f como el producto de dos funciones, asi:
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g(z,y) = el Dy = {(2.y) € R /ay # 0}
h(z,y) = chIn(y — 2); Dh = {(z,y) € R*/y —z > 0}
Dy =DyNDy = {(x,y) € [Rg/xyyéO/\y—x>0}

Representando gréaficamente en la Figura 2.3:

Figura 2.3
Dominio de f (x,y).
T Y S
//
7
—_— — ==z
=
-
//
|/~ a
=3 ‘ I 1 3 3
4‘/}
—
// -2
—
7 -3

Ejercicio 74
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente.
f (z,y) = arcsin(zy) + arctg(ay)

Solucion
Se considera a f como la suma de dos funciones, asi:

g(x,y) = arcsin(zy) = Dg = {(I,y) ER?/—1<ay< 1}
h(z,y) = arctg(z,y) = Dh = {(m,y) e [RQ}
Dy =DyNDy={(z,y) €R?/ -1 <y <1}
Para resolver la inecuacion, la expresamos como.
ry > —1
{xy <1
Representamos las ecuaciones para resolver graficamente el sistema deinecuaciones, tal como se observa

en la Figura 2.4.

Figura 2.4
Dominio de f (z,y).
.
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Ejercicio 75
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:
f(z,y) =sin\/zy —In ch (£>
Y

Solucion
Sea:

g(z,y) = arctg \/zy = Dy = {(w,y) € R?/zy > O}
h(z,y) =In ch (g) = Dy = {(z,y) € R?/y # 0}
Dy =DgNDh={(z,y) € R*/ay > 0Ny # 0}

Se representa graficamente el dominio de f, tal como se observa en la Figura 2.5.

Figura 2.5

Dominio de f (z,y).

Ejercicio 76
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

f(2,y,2) =z — 2% —y?

Solucion

Dy = {(w,y,z) € [R3/z—m2—y2 20}

Se representa la superficie z = x2 + y2, para resolver graficamente la inecuacion planteada, tal como
se observa en la Figura 2.6.

Figura 2.6
Dominio de f(z,y,z).

‘ e
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Ejercicio 77
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

f(z,y,2) :e”*3~ln(m2+y2+z2—1)

Solucion
Se considera a f como el producto de dos funciones, asi:

9(z,y,2) = V"% Dg = {(z,y,2) € R*/y =3 >0}
h(z,y,2) =In(2® +y> + 2> —1); Dh = {(z,y),R*/2® + y* + 2> — 1 > 0}

Por lo tanto:

Dy =DyNDh.={(z,y,2) € R®/y 23N> +¢y* + 2> — 1> 0}

Se representa las superficies y = 3,22 4+ 32 4 22 = 1 para obtener graficamente la solucién del sistema,
de inecuaciones planteadas, tal como se muestra en la Figura 2.7.

Figura 2.7
Dominio de f (z,y, z).

Ejercicio 78
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

f($7y7z): +Vy_12

z—2

Solucion
Se considera a f como la suma de dos funciones, asi:

1
g(x,y,2) = 7z_2§Dg: {(z,y,2) e R¥/z —2+#0}
h(z,y,2) = Vy — 2% Dh = {(z,y,2) € R*/y —2® > 0}
Por lo tanto:
Dy =DgNDh={(z,y,2) ER* /2 #£2 Ny —2* >0}

Representando las superficies y el dominio en la Figura 2.8.

55



Figura 2.8
Dominio de f (z,y, z).

Ejercicio 79
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

_ |arccos 2|
f(x’ Y, Z) - Sh(l'y)

Solucion
Se considera a f como el cociente de dos funciones, asi se tiene:

g(x,y,2) = |arccosz|; Dg = {(z,2) e R®*—1< 2 < 1}
h(x,y,2) = sh(zy); Dh = {(,y,2) € R*}
Por lo tanto:
Df:{DgﬂDh}—{h(x,y,z):0}:{(x,y,z) eﬂ?g/—lgzgl/\sh(my)aéﬂ}

Representando graficamente el dominio en la Figura 2.9:

Figura 2.9
Dominio de f (x,y, z).

L]

y=0

R Y R

Ejercicio 80
Determinar el dominio de f y representarlo graficamente:

f(@,y,2) = M@0 —arctg(ayz)
Solucion

Sea f la resta de dos funciones, se tiene.

g9(x,y,2) = TV o Dg = {(2,y,2) eR*Jwx+y+2—1>0}
h(x,y,z) = arctg(zyz) = Dh = {(x,y,z) € [Rs}
Dy =DgnDy, ={(z,yz) eR/a+y+2—1>0}

Representando graficamente el dominio en la Figura 2.10:
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Figura 2.10
Dominio de f (x,y,z).

2.2. Grafica de una funciéon real, de dos variables reales

Sea f:DCR? —R

(z,y) —=z=f(zy)
La grafica de f queda definida como:

Gy = A=y, f(z.y))/(2,y) € Dy} (2:4)

Para la representacion grafica de f, las variables independientes estédn dispuestas en un plano hori-
zontal y el eje de la variable dependiente vertical. Para cada (z,y) € Dy, le corresponde un f (z,y),
forméndose las ternas (2,9, f (x,y)) que son puntos de R®. Al unir todos los puntos queda una super-
ficie llamada grafica de f (Lopez y Pagola, 2017).

Se recomienda el siguiente procedimiento simplificado para el trazado de la grafica de f :
1. Dominio de f.

2. Interseccion con los ejes coordenados:
Pasando f a la forma implicita: F (z,y,z) = 0.
Con el eje x: F (2,0,0) =0

Con el eje y: F(0,y,0) =0

Con el eje z: F(0,0,2) =0

3. Trazas sobre los planos ordenados:

Sobre el plano zy : F(z,y,0) =0

Sobre el plano zz : F(z,0,2) =0

Sobre el plano yz : F(0,y,z) =0

4. Curvas de nivel

z=f(z,y)=k

5. Representar la superficie
Ejercicio 81
Trazar la grafica de la funcién:
flay) =2 +y* =2y +1

Solucion

a) Dominio

Dy = {(z,y) € R*}

b) Interseccion con los ejes coordenados

Se escribe la funcion en forma implicita F (z,y,2) =2z — 2% —y*>+2y—1=10
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Ejex:(y=2=0)=>—-22-1=0 3
Eiey:(z=2=0)= 3>—2y+1=0
(y-1?=0
y=1 = P(0,1,0)
Ejez: (x=y=0)= z=1= P(0,0,1)
c¢) Trazas

Planozy: (2 =0)= 22+ (y—1)2=0
Plano zz: (y =0) = z = 2° + 1, cuya grafica se muestra en la Figura 2.11.

Figura 2.11

Traza en el plano xz.

»

-2 =1 0 1 2 3

Plano yz : (z = 0) = z = 3® — 2y + 1, cuya grafica se muestra en la Figura 2.12.
Figura 2.12
Traza en el plano xz.

-2

d) Curvas de nivel

Si z=k = 224+@w-1)%* =k (k>0)
k=1 ; 22+@y-12=1
k=2 ; 2’4+ (@y-12=2
k=3 ; 22+(@y-12=3
La representacion grafica se muestra en la Figura 2.13.
Figura 2.13

Curvas de nivel de f (z,y).
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e) Trazado de la superficie
La superficie se muestra en la Figura 2.14.

Figura 2.14
Grdfica de f (x,y).

Ejercicio 82

Trazar la grafica, de la funcion:

fxy)=xz+3y>-5
Solucion
a) Dominio.
Df = {(z,y) S |R2}

b) Intersecciones con los ejes coordenados.
La funcion escrita en forma implicita:

F(z,y,2)=2—2—y>—5=0.

Ejexz: (y=2=0) = z=-5= P(-5,0,0)
Ejey:(z=2=0) = y>=-5 #
Ejez:(x=y=0) = z=5= P(0,0,5)

¢) Trazas

Plano xy : (z =0) = x = —y? — 5, cuya grifica se muestra en la Figura 2.15.

Figura 2.15
Traza en el plano xy.

Plano 2z : (y =0) = z—x =5, cuya grafica se muestra en la Figura 2.16.
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Figura 2.16
Traza en el plano xz.

=2

Plano yz(x = 0) = z=y? +5, cuya gréfica se muestra en la Figura 2.17.

Figura 2.17
Traza en el plano yz.

d) Curvas de nivel

Si z=k =

k=-1;
k=1 ;
k=2

r+y2+5=k (keR)
z=—-y>—-6
r=—y>—4
r=-y*-3

La representacion gréfica se muestra en la Figura 2.18.

Figura 2.18
Curvas de nivel de f (z,y).

e) Trazado de la superficie

La superficie esta representada cen la Figura 2.19.
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Figura 2.19
Grifica de f (z,y).

Ejercicio 83
Trazar la grafica de la funcion:

fz,y) = —va2+y?+4

Solucion

a) Dominio

Dy ={(z,y) € R?}

b) Intersecciones con los ejes coordenados

Se escribe la funcion en forma implicita: F (z,y,2) = 22 + ¢y — 22 +4=0(2 < 0)
Ejex: (y=2=0) = 22+4=0 3

Ejey: (z=2=0) = y>+4=0 3

Ejez: (z1=y=0) = z2=-2 = P(0,0,-2)

¢) Trazas

Plano zy: (2 =0) = 2 +¢y> +4=0 7

Plano zz: (y =0) = 22 —2% =4 (hipérbola)
z €] — 00; —2]

La grafica se muestra en la Figura 2.20.

Figura 2.20
Traza en el plano xz.

Plano yz: (x =0) = 22 —y?> =4 (hipérbola)
z €] — 00; —2|
La grafica se muestra en la Figura 2.21.
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Figura 2.21
Traza en el plano xz.

| Y

14 1210 -8 6 4 —'26“ 2 4 6 8 10 12 14

d) Curvas de nivel.

Si z=k = 22+y?=K?—4 (k€] —o0;-2])
k=-5; z?+y?=21
k=—4; 22+32=12
k=-3; 2*+¢y*=5

La representacion grafica se muestra en la Figura 2.22.

Figura 2.22

Curvas de nivel de f (z,y).
Tw

k==3
k=—4
k=-35

e) Trazado de la superficie.
La superficie se muestra en la Figura 2.23.

Figura 2.23
Grdfica de f (z,y).

Ejercicio 84
Trazar la grafica de la funcion:

f(z,y) =In(y —e")
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Solucion
a) Dominio.
Dy ={(z,y) e R?/y—e* >0}
b) Intersecciones con los ejes coordenados.
Expresando en forma implicita la funcion: z — In (y — e*) = 0.
Ejex:(y=2=0)=In(—e*) 7
Ejey:(z=2=0)= In(y—1)=0
y=2 = P(0,2,0)
Ejez: (zx=y=0)=z—-In(-1)=0 3
¢) Trazas

Plano zy: (2 =0) = In(y—c®) =0 , cuya grafica esta en la Figura 2.24.

y=e"+1
Figura 2.24
Traza con el plano xy.
1y
4
3
y=e+1
Vl//‘
xr
4 -3 -2 1o 1 2 2

Plano zz: (y =0) = z = In(—e®) 7

Plano yz : (x =0) = z = In(y — 1), cuya grafica se muestra en la Figura 2.25.

Figura 2.25
Traza en el plano yz.

4

z=1In(y—1)

r

-2 Q 2 4 & g

d) Curvas de nivel.

Si 2=k ,y=e"+e* (keR)
k=-1 :y:ez—i-é
k=0 :y=e"+1
k=1 :y=e"+e

La representacion grafica esté en la Figura 2.26.
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Figura 2.26
Curvas de nivel de f (z,y).

e) Trazado de la superficie.

La superficie se muestra en la Figura 2.27.

Figura 2.27
Grifica de f (z,y).
bz

Ejercicio 85

Trazar la grafica de la funcion:

f (Iyy) = e(z+y)

Solucion

a) Dominio

Dy = {(z,y) € R?}

b) Intersecciones con los ejes coordenados

Expresando la funcion en forma implicita: F (2,y,2) = z — e@*¥) = 0.
Ejex:(y=2=0)=>—e*=0 7

Ejey:(zx=2=0)=—-e'=0 3
Ejez:(zx=y=0)=2z=1= P(0,0,1)

c¢) Trazas

Plano zy : (2 = 0) = —e@+¥) =0 3.

Plano zz : (y =0) = 2z = e”, cuya grafica se muestra en la Figura 2.28.
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Figura 2.28
Traza en el plano xz.

Plano yz : (. =0) = 2z = ¢¥, cuya grafica se muestra en la Figura 2.29.

Figura 2.29

Traza con el plano yz.
4Tz

d) Curvas de nivel.
Si z=k = &=k (k>0)
r+y=Ik
k=1 ; xz+y=0
k=2 ; z+y=1In2
k=3 ; z+y=1In3
La representacion grafica se muestra en la Figura 2.30.

Figura 2.30
Curvas de nivel de f (z,y).

e) Trazado de la superfice.
La superficie se muestra en la Figura 2.31.
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Figura 2.31
Grdfica de f (z,y).

2.3. Limites y continuidad.

Cuando ( z,y ) estd dentro del dominio de f, a cada ( z,y ) le corresponde un solo valor f (z,y).
Cuando (z,y) se aproxima cada vez més a un punto fijo ( 2o, %) y la funcion se acerca a un valor fijo
L, se dice que:

lim f(z,y)=1L (2.5)

(z,y)—=(z0,v0)

El calculo del limite de estas funciones es semejante al calculo de funciones de una variable indepen-
diente.
Cuando (z,y) no esta dentro del dominio de f, al calcular el limite, este puede no existir o presentar
formas indeterminadas. En este tltimo caso sera necesario calcular el limite a través de curvas diferen-

tes a lo largo de las cuales (x,y) puede acercarse a (g, yo). Si lim f (z,y) = L existe, entonces
(z,y)—=(w0,90)

f (z,y) tiende al limite L, independientemente de la trayectoria escogida. Si dos curvas diferentes que
llevan a (xq, yo) producen dos valores limites diferentes para f, entonces se dice que el limite no existe
(Palacios, 2017).

Ejercicio 86
Calcular ‘
lim eVrty

(z,y)—(0,—1)
Solucion
Considerando como una funcién compuesta, donde:
f=eg@y) =Vrty,
Entonces:

tin S =1 (i o)

i
(z,y)—(0,1)

lim NaE=
6\3/z+y — e@v) =0, v

Iim
(z,9)—(0,1)

lim Ve — V1
(z,y)—(0,1)

lim  eV®V = ¢
(z,y)—(0,1)

Ejercicio 87.
Calcular:
cooat 4y
lim
(z,9)=(0,0) =+ Y

Solucion
, 224y 0
Iim —— =

1
(z,9)—(0,0) T+ Y 0
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Para levantar la indeterminacion 8, se toma un conjunto de puntos para los cuales (0,0) sea un punto
de acumulacion, este conjunto puede ser una familia de rectas, asi:

S ={(z,y) € R?/y = ma}

Se calcula el limite a través de S:

o4yt 2 o (ma)?
@y)=00) T+y @ 00 x4 me
) i 4y lim 22 4+ m22?
@n)=00) T+y @0 z(l+m)
22 492 ) x 4+ m2a?
lim = lim ——
(x,y)—(0,0) T+Y @200 (1+m)
2 2
+
Ay 0

1m
(@w)—0,0) T+Y

Por lo que se observa que el limite existe y es cero a través de S, ahora se escoge otro conjunto de

puntos para los cuales (0,0) sea punto de acumulacion, por lo que se toma la familia de parabolas

y = ma?:

M= {(z,y) € R?/y = mxz}

Se calcula el limite a través de M:

22 492 , 2?4+ (ma?)?

im = lim —F
@y)=00) Ty  @voe0 x4 (ma?)
22 + 2 ) 22+ m2zd

im lim 5
(z,y)—(0,0) T+ Yy (@) 20,0 T +mx

, 22+ y? ) 2% (14 m?z?)
lim = im —
(2,y)—(0,0) T+ Y @00z (1+me)
, 22 + 12 , (1 + m22?)
lim ——= 1Ilim ———2
(z,9)—(0,0) T+ Y (2:9)2(0,0) 1+ mz
2y

lim =
(=1)—(0,0) T +y
Nuevamente, el limite existe y es cero a través de M. Por lo que se supone que el limite existe y es
anico (cero), lo cual se verifica en la Tabla 2.1, donde se muestra como la funcién va acercandose a
cero a medida que x e y se acercan a (0,0).

Tabla 2.1
Comportamiento de f (x,y) cuando (z,y) — (0,0)

y\x | -0.01 -0.001 0.001 0.01

-0.02 | -0.016 -0.019 -0.021  -0.05
-0.002 | -0.108 -0.0016 -0.005  0.013
0.002 | -0.013  0.005  0.0016 0.0086
0.02 0.05 0.021 0.019  0.016

Ejercicio 88.
Calcular:
. In (z +y)
lim ———=
(@y)=10 z+y—1

Solucion

, In(z+y) 0
lim — I =
(zy)—>10)x+y—1 0
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Se toma el siguiente conjunto de puntos para levantar la indeterminacion, rectas que pasen por el
punto (1,0):

y=m(z—1)
S={(z.y) eR*/y=m(x 1)}
., In(z +y) , In(x +ma —m) 0
hm _— = hm - =
(zy)—(100 c+y—1 @u210 T +mz —m— 1 0
Aplicando la regla de L’Hopital:
1+
In(z + ma —m) -y e - lm 1 1
@200 T +mx—m-—1 @y 21,0 1+m @200 T +mx—m
Por lo que:
l m P
fm  BEEY
(xy)—(100x+y—1
Se toma otro conjunto de puntos para los cuales (1,0) sea punto de acumulacion, asi:
T= {(m,y) S [R2/y =2 - l}
In(z +vy) ’ In(z+2*2-1) 0
— = im = -
@)= r+y—1  @ooco z+a2-2 0
Aplicando la regla de L'Hopital:
In(z + 2% - 1) o T _ 1 .
—_— = { = lim —0=
@00z +a% -2 @o=0o 142z @wo0o (z4+22 1)

Por lo que:
1
fm  BEEY
@200 x4y —1

Como el limite a través del conjunto de puntos S y T son iguales, entonces se supone que el limite
existe y es 1, lo cual se puede verificar evaluando f (z,y) en la vecindad de (1,0) (el estudiante lo
puede realizar), y se comprobaria que:

In(z+y) 1
@200 T +y—1

Una funcién f (z,y) es continua en (zg,yo) si:
1. f(zo,yo0) esta definida

2. lim f (z,y) existe
(z,y)=(z0,y0)

3. lim f(z,y) = f(z0,%0)

()= (z0,y0)
La suma, producto y cociente de funciones continuas es otra funcién continua, asi como la composicion
de éstas es una funcién continua excepto en aquellos puntos donde no esté definida (Garcia, 2015)
Si no cumple con la condicién 3), se dice que f es discontinua. Si el limite no existe se tiene una
discontinuidad esencial. Si el limite existe pero no es igual a la funcion evaluada en (zo, o), se tiene
una discontinuidad evitable o removible.

Ejercicio 89.

Sea: o
f@y) = Vs S @) #00)
’ 3 si (x,y) = (0,0)

(Es f (x,y) continua en (0,0)?.
Solucion:

Aplicando las condiciones de continuidad:
1. £(0,0) = 3 (esta definida)



12+y2 _ 0

2

. lim — 2y =
(2,4)—=(0,0) 3—y/z2+y2+9 0

Utilizando coordenadas polares para levantar la indeterminacion:

) 2 0
lim ————

rs03 V219 0

lim

o m(—2vr2+4+9)=—-6
r=0 — r/\/r2+9

{
r—0
) a® +y°

lim @—————
(@y)—=(0,0) 3 — /22 +y2 +9
3. lim  f(z,y)# f(0,0) = f no es continua en (0,0)
(2,y)—(0,0)

Por lo tanto, se presenta una discontinuidad evitable en (0, 0).
Para que f sea continua en (0,0), hay que redefinirla como:

flay) = ﬁ si (z,y) # (0,0)
| -6 si (z,y) = (0,0)

Como (0, 0) era el tnico punto de discontinuidad, al redefinirla de esta manera se convierte en continua
en este punto. Se puede concluir que f (x,y) es continua V (z,y) € R2.

Ejercicio 90.

(Es f(z,y) = e;j; continua en (0,0)? Si no lo es, jqué clase de discontinuidad presenta?
Solucion

Aplicando las condiciones de continuidad en un punto:

1. £(0,0) no esta definida. Por lo tanto, no es continua en (0,0).

2. Se calcula el limite para determinar qué clase de discontinuidad presenta:

eTty

lim
(#,9)—(0,0) T — Y

Este limite no existe, por lo tanto, se trata de una discontinuidad esencial en (0, 0).
(Tendra f algunos otros puntos donde no sea continua?
Para contestar esta pregunta, se halla el dominio de f, asi:

Dy =A{(x,y) eR*/y # x}

Por lo que f no sera continua en V (z,y) € R2/y = x, en el resto de puntos, f sera continua.

2.4. Derivadas parciales

Sea f:DCR?*—=R
(,y) = 2= f(2,y)
a) Derivada parcial con respecto a x:

of (z,y)

——22  (y se considera constante y se deriva con respecto a x)

ox

b) Derivada parcial con respecto a y:

of (z,1
% (x se considera constante y se deriva con respecto a y)
Y

Se utilizan las mismas reglas de derivacion de funciones de una variable independiente.
Sea f:DCR*—=R

(x,y,z) szf(x’y’z)
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a) Derivada parcial con respecto a x:

of (z,y,2)

3 (y e z se consideran constantes y se deriva con respecto a x)
z

b) Derivada parcial con respecto a y:

of (z,y,2)
oy

(x e z se consideran constantes y se deriva con respecto a y)

¢) Derivada parcial con respecto a z:

of (,y,2)
0z

(x e y se consideran constantes y se deriva con respecto a z)

Para funciones de n variables independientes: “Para hallar la derivada parcial con respecto a una de
las variables, manteniendo constantes las otras variables y se deriva con respecto a la variable dada”
(Edwards y Larson, p.214).

Ejercicio 91.

Hallar g—; g—; para z = f (z,y) =y* +1n <§)

Solucion

Considerando y constante, y aplicando las reglas de derivacion:

505 ()

9z _  n .g(x)_,_l.g z
ar VMY 5z Ox \y

z
Y
02 1
y’:yzlny-1+3-f
x Ty
1
%:?ﬂlﬂy+f
X X

Considerando = constante, y aplicando las reglas de derivacion:

g5 ()
oy oy "’ dy y

%7Iy1—1.g(y)+l.ﬁ(f)
dy dy 5 oy \y
0z _ o148 (22

ay " T ( y2>

9z _ 1L

oy~ Yy

Ejercicio 92
Hallar W’ %ﬂ;y)7 si f (z,y) = arctg(\/7) + esin(@?) _ sin?(zy).

Solucion

Considerando a y como constante y aplicando las reglas de derivacion:
D) _ D faretay) + (@) — 2 (sin(ay))
of gi ) _ g et a%(sm a?) —2 sin(ry)a%(sm(my))
DT ) _ v cos(a) 2 (%) — 2sin(ay) cos(ey) o ()

0 sin 7
f(a,y) — esina”® cos(x?) - 2z — sin(2zy) - y

ox
of (z,y)

or

sin

=2z 0 cos(z?) — ysin(2zy)
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Considerando a z como constante y aplicando las reglas de derivacion:

D) 2 et + () = (s (o)
aféz y) % oy —/y + 0 — 2sin(zy) cos(zy) - %ajy
of (x,y) _ 1

= — xsin(2zy
dy 2vy(1+y) (1)
Ejercicio 93

Sea la funcion z = f(x,y) = sinh(z + y) + cosh (z — y). Demostrar que se satisface la ecuacion
diferencial:

0z 0z
%—5—6— =2cosh (z +y)

Solucion
Calculamos las derivadas parciales de z:

0
Ox
0z .

e = cosh (z + y) +sinh (z — y)

2% _ cosh (x +y) —sinh (z — y)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:
cosh (z + y) — sinh (z — y) 4 cosh (z + y) + sinh (z — y) = 2 cosh (z + y)
2cosh (z +y) = 2cosh (z + y)

Ejercicio 94.
Sea la funcién z = y= sin ( ) Demostrar que se satisface la ecuacion diferencial:

©dz 0z _z
yoxr Oy =z

= g (4 e (2) 7 ()
) ;

5=t eos (1) (-) +om (2) (w3 o) (- )

Solucion

b o om(2) i (2

)
5 (9)(2) v () (4 @
R

5= (1) (e

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

(2) 1 (25 (om(2) i (2] 25 om (2) i (2) i (2)
) e () ) =
()=

z

Bl

Bl

a‘@

SRS
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Ejercicio 95.

Siz=(zx—vy)f <i), donde f es una funcion arbitraria, demostrar que:

x0z 0z =z
yoxr  dy y
Solucion 5 ;o
-5 (3) ()
0z [(x—y\ Of T
5 (55 6)
0z f T T
7m0y (o) o () e
0z
s ()
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
x of =z x af T
S5 e ()R- ()
AR R R EA WY A B
P Ve 2@ y)3y+(y)f<y) f(y)
z of _of LA N
yz( y)((?x 0y)+f(y)(y 1) y
()1
Yy Y Yy

Ejercicio 96.

ow  Ow
Hallar 57, By

Solucion

ow
9z

siw=f(x,y, )—arctg( >+z — ch (y?):

Considerando y e z como constantes y aplicando las reglas de derivacion:

o = gpaets (1) 1)~ 5 (cosh(s))
?ZHIW % (g) +z“’lnz~%(x)—0
g% = :Egyijyz . (i) +2"Inz

(?)% = %W+zzlnz

Considerando z e z como

ow d

8y a—yarctg
ow
Eriarah
ow y?
dy 2 +y?
ow x
dy 2y

constantes y aplicando las reglas de derivacion:

b o) -

0
—_ sh y*
oy (coshy*)

Oy

)

> (%) s 5 )

( ) — sinh (y°) - zyzfl(%

oy
— zyFe~Lsinh (y?)

(y)
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Considerando z e y como constantes y aplicando las reglas de derivacion:

ow 0 x 0, . 0 .
5 = 32 arctg (;) + — (%) — F (cosh(y)?)

0z
ow x—1 0 . z 2 z
5_04_352 .a(z)—smh(yy&z(y)
%: =271 — y# Inysinh (y7)
ow x 2 . z
=5V Inysinh (y*)
Ejercicio 97.
Sea [ (2,y,2) = e™ +Inz —y’
Hallar 4%|  , g¢|  Ov
(1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Solucion
ow 17} ad 0
T e+ (Inz) — —(y2
ox 61‘(6 )+a$(nz) 8x(y)
ow .
e ely% (zy)
ow
o v
ow — 1. —
Oz (1,1,1)
ow 0 1o} 0
T e+ —(Inz) — — (>
By ay(e )+ ay(nz) 8y(y )
ow
IV _ ey 9 _
oy s (zy) Up (v)
g—‘z =ze™ — 2y
ow =1-e'1—2.1=¢—-2
oy (1,1,1)
ow 1o} 1o} 0
W _ Yy L — —(y?
0z 82(6 )+ 0z (In2) 8z(y )
AR
ow_1
0z =z
ow 1
0z (1,1,1) 1

Ejercicio 98.
Sea w = f (z,y,2) = ze¥ + y?In 2. Determinar que se satisface la ecuacién diferencial:

10w Ow z 0w v
— — 5> =we’ +2ylnz
0z

ev Oz dy y
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Solucion

8f (.’L’,y,z) _ 0 LY 0 2
o a—m(ze )+ %(y Inz)
0wy _,
ox
of (x,y,z 0 0
% = Fyﬁmy) + Fy(yQ In 2)
W =xze’ +2ylnz
Yy
of (x,y,z 1%} 1%}
% = a(wey) + a(gf Inz)
of (5,9.2) _ o
0z z
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
1 z y?
—eY +xe! +2ylnz— = - — =we¥ +2ylnz
ey ¥ oz

1+zeY +2ylnz—1=2ze+2ylnz
ze¥ +2ylnz = xe¥ +2ylnz
Ejercicio 99. )
Seaw = f(z,y,2) =2¥ —y* +u.
Demostrar que se satisface la ecuacion diferencial:

Ow  ylnyow Iny Ow

— —— —y’lny=1
ox x dy vl 0z gy
Solucion 9
6—‘; =2 Inz-y*lny—y*lny+1
a—‘;, =2¥ Inzay® ! —ay® !
ow v T
7 LWyl
9, Y7
Reemplazando en la ecuaciéon diferencial:
© P 1 @
Y Inz-y*Iny—y*lny+1— glny (z” Inz ay* ' — :Eyzfl) + Zyri%l T iy =1

Y2 Inylnz—y Iny+1—2Y -y Inylnz4+y"ny+y"lny —y"Iny =1
1=1

Ejercicio 100.
Sea w = f(z,y,2) = zg (%) + xh (%), donde g y h son funciones arbitrarias, demostrar que se

satisface la ecuacion diferencial:
row Ow  z0w w

yor 9y yoz oy

Solucion
Ow _ g (x\ (1N o0h(z\ (1\_ , (=
or T or\y Y dz \y Y Y
ow z0qg [z zOh (x x
aa () rm () ()
ow _ 9 (E) ‘ <_1) 4z (E) . (_1)
dy oy \y y? oy \y y?
ow _ xzdg (5)_22% (E)
dy Y2 0y \y Y2 oy \y
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Reemplazando en la ecuacion diferencial:

vz (Og (x) 0y (w\\ , a* (0h
y? \ Oz \y oy \y 2\ Ox

£[3@<£>+£%<§>+h<z>],%@(z),fﬁ@(f)g (z _w
y lydzr \y yox \y Yy Y2 0y \y y? 0y \y v \y Y
xz0g (x 22 0h [z T x 209 (x 220h [z z [z w
Sa o) Tma (o)t o) = o) (o) To9l )=~
y* 0r \y y? 0z \y y \y y \y y* 0y \y o \y Y

ol &

2.5. Interpretacion geométrica y fisica de las derivadas
parciales de dos variables independientes

Sea f: D CR? >R
(z,y) = 2= f(z,y)

Geométricamente, la primera derivada de una funcion de una variable representa la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcion en un punto. Algo similar ocurre con las derivadas parciales
fu ¥ fy de una funcion de dos variables independientes. La grafica de f (z,y) es una superficie. Si se
hace y constante (y = yo), geométricamente se esta cortando la superficie con el plano y = yo. Por lo
que fz(xo,yo) representa la pendiente de la recta tangente a dicha curva en el punto (zo, yo, f (o, yo))-

La ecuacion de esta recta estd dada por:

Z— 20
T =T = y=1 (2.6)
Ja (0, Y0)
Cuyo vector que da direccién a la recta es:
Ry = (1,0, fa(w0,90)) 2.7)

De manera analoga, fy(zo,¥o0) representa la pendiente de la recta a la curva de interseccion de la
superficie z = f (z,y) con el plano & = zg, en el punto (zg, yo, f(xo0, yo)) (Alcazar, 2022).

La ecuacion de la recta tangente esta dada por:

zZ— 20
Y=Yo= 57—~ T =z 2.8)
T o, 0) (
Cuyo vector que da direccion a la recta es:
ﬁQ = <0717fy(x07y0)> (29)

Si fa(xo,y0) ¥ fy(zo,yo) existen, entonces existe un plano tangente a la superficie en (zg, yo, 20) cuya
ecuacion es:

fa(xo,y0)(@ — 20) + fy(2o,y0)(y —vo) — (2 —20) =0 (2.10)

La normal al plano esta dada por:

N = {fx(w0,0), fy(xo0,0), —1) (2.11)
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Ejercicio 101.

(Existe algin punto (z,y,z2) en la superficie f(z,y) = /9 — 22 — y? donde la recta tangente a la
curva de interseccion de esta con el plano x = 2 pase por el punto (2,—3,4)?

Solucion

Representando las superficies dadas en la Figura 2.32:

Figura 2.32
Esquema ejercicio 101.

Ecuacion de T:

zZ— 20

2 =2
Df(Imyu) ’ %o
dy

Y—Y =

of (x,y) _ y _ Of@ow) _ Yo

dy V9 — 22—y dy V9 — 9% — yo?
4— . —
—3—Yo=—— ;o xo=
5 Vo—z02-yo?
Yo (34+yo0) =42z )
V9—202%—yo?
. 2
20 =4 — (Byo+yo?) :
vV 9710277;02
4 \/971027y027(3y0+y02)

\/Q*wozfyoz '

zZ0 =

Ahora, Py (z0,Y0,20) € z = f (z,y), entonces:

20 = V9 — w02 — yo?

Igualando las dos ecuaciones anteriores:

VI— 202 —yo? = 4v/9 — 20 — yo® — 3yo + yo”

—z? —
9 — 0% — yo?

9 — 20% — yo® = 4v/9 — 202 — Yo% — 3yo — Yo®

9 — 20 = 4v/9 — 0% — yo2 — 3yo

como xrg = 2

9—(2)? =4v9-22 —yo® = 3yo
(5+3y0)? = (4 5_ y02>
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25 + 30y0 + 9yo> = 16 (5 — yo?)
25 + 30yo + 9yo> = 80 — 16y,>
25102 + 30yp — 55 =0
510> 4 6y — 11 =0

—6 £ /36 + 220

Yo = 10
_ —6=£16
Yo = 10
yO*%*l ) yoz%_fg
.ZC():Q 18072
20 2 ZO*%
2 11
zg =2 para yoil;?«’o:g para yo:—g

Por lo tanto, existen dos puntos que cumplen con la condiciéon: Py(2,1,2) y Pa(2, —%7 %)

Ejercicio 102.

(En qué punto (z,y, 2) de la intersecciéon de la superficie f (x,y) = In(y — 22) con el plano y = 3, la
recta tangente es paralela a la recta % = Zj23; y =37

Solucion

Representando las superficies y recta dadas en la Figura 2.33:

Figura 2.33
Esquema ejercicio 102.

Sea R el vector direccion de la recta L:

z—2 z+4+3
g = —g o y=3
R=1(2,0,-2)
Sea R el vector direccién de la recta tangente T}
- of(xo,
Ry, = <1,0,7f(8‘;' y°)>
f @y _ 1 (—2z) = 2z
ox y — 2?2 2 —y
Of(xo,40) _ _ 2xo
ox 202 — Yo
= 2.’170
Rr, = (1,0, ———
r < zo? — yo>
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Como T || L entonces:
Ry, | R
Rr, = AR

2$0 >
1,0, ——— ) = (2,0, —2
< 0% — o < )

<1,o, 2$> = (2,01, —2))

02 — Yo

Como Yo =3

2

2&:,1
Zo” — Yo
2x9 = —x0° +3

$02+2{E0—3:0

1’02—3 Vv $0i1

$0=*3¢Df 5 .7,‘():1
Yo =3
20 :f(onyo)
20 = In(3 — 12)
Z0 =1In2

Por lo tanto, el punto que cumple con la condicion dada es P(1,3,1n2).

Ejercicio 103.

JEl plano tangente a la superficie z = f (z,y) = ¥ en el punto (0,0, 1) pasa por el punto (1,-1,2) ?
Solucion
Representando la superficie y el plano tangente en la Figura 2.34:

Figura 2.34
Esquema ejercicio 103.
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Sea N el vector normal al plano tangente dado por:

o _ /0f (oyo), Of (wo,50)
N= < ox oy ’ 1>

8f (I, y) =yea:y = 8f (CL’(),yo) Y £¥0Yo
ox ox
9£(0,0)
0
ox
af (x,y) Ty 8f (5307'!/0) ToYo
oy = oy Zoe
21(0,0) _
oy
N =1{0,0,—-1)

La ecuacion del plano tangente en Py (20, Yo, z0) estd dado por:

af(;gyﬂ) (.’17—(L’0)+ 6f(g@y:y0) (y—yo)—(Z—Zo):()
0(z—0)+0y—0)—(2—1)=0
—2z+1=0

z=1 ecuacion del plano

El punto (1,-1,2) ¢ al plano z = 1. tangente en (0,0, 1)

Ejercicio 104.

El plano tangente a la superficie z = 5 — 22 — y? en el punto (1,1, 3) es:
a) Paralelo al plano 2z +2y+2=47

b) Perpendicular a larecta 2 —y—2=1 A z+y+2z=17
Solucion

Representando las superficies dadas en la Figura 2.35:

Figura 2.35
Esquema ejercicio 104.
|

2z4+2y+z2=4

z=5—12 —y?

a) Sea N el vector normal a la superficie en el punto (1,1,3) que esta dado por:

§o (LD A )

or Oy
of (x,y) _ of (1L,1)
or -2 oxr -2
of (zy) _ of(,1) _
oy 2y = oy 2

-

N=(-2-2-1)
Sea N el vector normal al plano 2z + 2y + z = 4 que esta dado por:
]\71 = (27 27 1>
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Para que los planos sean paralelos se tiene:

NN
N = AN,
(—2,-2,—1) = \(2,2,1)
(—2,-2,—1) = (2X,2),\)

—2=2)\
—2=2)\ = A=-1
A=-1

Por lo tanto los planos si son paralelos puesto que existe un tnico A.
b) La ecuacion de la recta L esta dada en su forma general

L: r—y—z=1
’ r+y+2z=1

Hay que pasar a la forma simétrica para determinar el vector R que esta dando direccion a L .
Eliminando y en la ecuacién general:

20+ 2 =2
2—z z-—2
T = =
2 -2
Ahora eliminando z :
3x—y=3
- y+3
T3
Por lo que la ecuaciéon simétrica de L es:
v y+3 z2-2
T3 T =2
R=(1,3,-2)

Para que el plano tangente sea perpendicular a L, sus vectores deben ser paralelos, asi se tiene:
N|R
N=)\R
<_2’ _2’ _1> = )\<173’ _2>
(—=2,-2,—1) = (A, 3, —2)\)

1
B SR
AT

Como no existe un Gnico A, entonces el plano tangente no es perpendicular a la recta L.

Ejercicio 105.

JEn qué punto (z,y, 2) el plano tangente a la superficie f (x,y) = 2 — 22 — (y — 1)? que contiene al
punto (—1,2,5) es perpendicular al plano z —y — 2z =3 ?

Solucion

Representando las superficies dadas en la Figura 2.36:
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Figura 2.36
Esquema ejercicio 105.

H
Sea N el vector normal al plano tangente a f (z,y) en Py (2o, y, z0) dado por:

¢ _ (0 wo.y0) Of (wo.y0) _

N, = < oz s By s 1>
) _p o, Yl Ly,
@) _ o, gy o Wom)

Jy
Ny = (—2x0,2 — 2yo, —1)

Sea J\72 el vector normal al plano z — y — 2z = 3 dado por:

No=(1,-1,-2)

Como el plano tangente es perpendicular al plano dado, entonces sus normales son perpendiculares
también, asi se tiene:

Ni LN,
N1~N2:0

(—220,2 — 2yo, —1) - (1,-1,-2) =0
721‘072+2y0+2=0
Lo = Yo (2.12)

El punto ( xo, Yo, 20) es parte de la ecuacion, de la superficie, asi:

Z0=2—m0% — (yo — 1)° (2.13)
Finalmente, el punto (—1,2,5) es parte del plano tangente, por lo que:
of (zo, 0
OLE010) (3 — )+ 5L () (4= ) = (2 = 20) =0

=2 ( — o) +(2—2y0) (y —yo) — (2 —20) =0
—2x0 (=1 —20) +(2—290) (2—y0) — (5—20) =0
220 + 2202 + 4 — 290 — dyo + 2yo> =5+ 20 =0
202 4 2yo2 4+ 220 — 6y +20 —1 =0

(2.14)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

To = Yo

1—20? —yo® +2yo — 20 =0
2$02+2y02+2x0—6y0+z0—1:0
1—2202+ 219 —2=0 (2.12) en (2.13)
dzg? —dmo+20—1=0  (2.12) en (2.14)
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Eliminando zg:

2:602 — QIO =0
2.’170 ($0 — 1) =0
rzo=0 V x9=1
Yo =0 yo=1
Z[)Zf(ovo):l ZOZf(Ll):l
Por lo que existen dos puntos en la superficie que cumplen con las condiciones dadas: P;(0,0,1) y
Py(1,1,1).
Ejercicio 106.
Determinar los puntos, de la superficie z = y® —zy3+222 —1 donde el plano tangente sea perpendicular
a la recta tangente a la curva C; :x — 2 =0 A y — 22 = 0 en el punto (0,0,0)

Solucion
El vector normal al plano tangente en (zo, Yo, 20) esta dado por:

N <<9f(l'07y0) of (“707y°)771>

ox oy
af (a:,y) _ —y3+4x = af(x()vyo) = 4dag _yOS
oz oz
of (z,y) =3y? — 3zy? = 9f (wo, yo) = 3y0% — 3z0yo?
oy oy
N = (429 — y0°, 3y0> — 3zoy0?, —1)
Sea:
T=z
e {2,
Parametrizando:
r=1t
C y =t
z =
Fe)y=(te.t)
Fr =21
R=J(to)
Se halla o en (0,0,0):
0=t
0=t = to=20
0=t

R=f(0)=(1,0,1)
Donde R en el vector que da direccién a la recta tangente a C'. Como el plano tangente es perpendicular
a la recta tangente a C', sus vectores son paralelos, asi se tiene:
N | R
N =2\R
(4z0 — yo®, 3yo® — 3zoyo®, —1) = A (1,0, 1)
(40 — yo®, 3yo® — Bzoyo®, —1) = (X, 0, )
41’07y03:)\ = 41’07]]03:71
3yo® = 3zoy” =0 = 3yo’(1 —z0) =0
—-1=2A
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9 =1 V oy =0
yo = V5 To = —

20 = F(1,35), zU:f(—

| B

)

Por lo tanto existen dos puntos P (1, 5, f(1, \3/5)) y P (—i, 0, f (—%, 0)) que cumplen con la condi-
cion dada.

En cuanto a la interpretacion fisica de las derivadas parciales se dice: "Se pueden interpretar como
razones de cambio. Si z = f (z,y), entonces g—; representa la razén de cambio de z respecto a x cuando
y permanece constante. De manera similar, g—z
z es constante" (Stewart, 2012, p. 301).

representa la razon de cambio de z respecto a y cuando

Ejercicio 107.
La temperatura distribuida en cualquier punto (z,y) de una placa plana delgada en °C esta dada
por:

T(x,y) =ze'" (z>0,y>0)
Donde x e y se miden en cm.

Hallar %(2,1) y %(2, 1) e interpretar fisicamente estos resultados.

Solucion
orT
- eyl
ox ¢
T
%(2,1) =el"l=e"=1°C/em.
z

Lo que significa que la temperatura se incrementaré en aproximadamente 1°C' al variar z, de 2 a 3 e
y manteniéndose constante en 1.

En = ze¥!
Z—T(Z, H=2-e"'=2°C/em.
Yy

Lo que significa que la temperatura se incrementara en aproximadamente 2°C' al variar y de 1 a 2 y
r manteniéndose constante en 2.

Estas variaciones de temperatura estan representadas en la Figura 2.37.
Figura 2.37
Variaciones de T a lo largo de x ey

u
3
T=4°

2 .

i
1 é------0

P2 T=3°
T

0 1 2 3 4

Ejercicio 108.
La presion en (Pa.) distribuida sobre una placa delgada plana esta dada por:

P(z,y) =2’ ~3ay+y° (¢20,y>0)
Donde x e y estdn en cm.
a) ;En qué puntos (z,y) de la placa, la variacion de la presion es de 6 psi por unidad de cambio = ?
b) (En qué puntos (z,y) de la placa, la variacion de la presion es de 3 psi por unidad de cambio en y ?
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Solucion

a)
P

g—x:GPa/cm.

oP 9
o =3z° — 3y

322 -3y =6

x2—y=2
y:w2—2

Por lo tanto la variaciéon de la presion es de 6 Pa/cm. por unidad de cambio en 2V (z,y) € y = 2% — 2,
lo cual se muestra en la Figura 2.38.

Figura 2.38

Puntos (z,y) donde P =6 Pa/cm.
i

=z —1
14
I
D 1 2 3 4
Ahora: op
— =3 Pa/cm.
dy
oP
— = -3z +3y°
ay T+ 3Y
3z +3y°=3
—I+y2=1
:L‘:yz—l

Por lo tanto la variacion de presién en de 3 Pa/cm. por unidad de cambio en yV (z,y) € v = y% — 1,
lo cual se muestra en la Figura 2.39.

Figura 2.39
Puntos (z,y) donde P =3 Pa/cm.

Ejercicio 109.

Una fabrica produce ”"z” cortadoras de acero e "y”

cortadoras de aluminio, cuyo costo (en $) de
producirlas esta dado por.

2 P
C(z,y) = E+2—O+2xy—15$—5y
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Actualmente se producen 20 cortadoras de acero y 50 cortadoras de aluminio.

a) Calcule %—5(20, 50) e interprete fisicamente este resultado

b) Utilice el resultado en a) para obtener el costo aproximado si el namero de cortadoras de acero
aumenta a 24 y el nimero de cortadoras de aluminio permanece constante.

¢) Calcule %(20, 50) e interprete fisicamente este resultado

d) Utilice el resultado en c) para obtener el costo aproximado si el nimero de cortadras de aluminio
aumenta a 55 y el ntimero de cortadoras de acero permanece constante.

Solucion

a)
oC =z
=T hoy—1
ox 5 Tty >
oC

20
—(20,50) = — +2(50) — 15 = $89
(20,50 = = +2(50) — 15 = §

Lo que significa que si se produce la 21ava cortadora de acero el costo aumentara aproximadamente
$89, manteniendose constante la produccion de las 50 cortadoras de aluminio.

b) Como el costo aproximado de producir una unidad adicional de cortadoras de acero, es de $89,
entonces el costo aproximado de producir 4 unidades adicionales es:

$89 x 4 = $356
oC
c) o~ _Y _
ay 10+21‘ 5
oC 50
—(2 = — 42(20) — 5 = %4
5y (20:50) = 75 +2(20) =5 = $40

Lo que significa que si se produce la 5lava cortadora de aluminio el costo aumentaré aproximadamente
$40, manteniendo constante la produccion de las 20 cortadoras de acero.

d) Como el costo aproximado de producir una unidad adicional de cortadoras de aluminio, es de 40,
entonces el costo apoximado de producir las 5 unidades adicionales es:

$40 x 5 = $200

Ejercicio 110.
La densidad en kg/cm?. en cualquier punto (z,%y) de una placa esta dada por:

d(z,y) = e+ (220,52 0)

Donde la distancia se mide en centimetros.

Si en (1,2),d(z,y) = €® kg/cm?. indicar jen qué direccién, de la placa (x o y) a partir de este punto
la densidad se incrementa a mayor ritmo? Indicar un punto en la placa donde ocurre esto.

Solucion

Calculando:
% = 2ze” tY’
%(1,2) — 268 kg£;m2
g—z = 2y612+y

La densidad se incrementa a mayor ritmo en la direcion del eje y, pasando de 2 a 3 e y manteniéndose
constante en 1. por lo tanto el punto es (1,3), como se muestra en la Figura 2.40:
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Figura 2.40
Direccion de mayor crecimiento de 6 (x,vy)

2.6. Derivadas parciales de orden superior y diferencial total.

"Lo mismo que sucede con las derivadas ordinarias, es posible encontrar derivadas parciales de varias
variables de 6rdenes segundo, tercero y superiores, suponiendo que estas derivadas existen" (Garcia,

2015, p. 102 )
Se llama derivada parcial segunda de f respecto de las variables 1 y x2 a:
02 1%} 0
;o _ 0 (o (2.15)
Oro0x, Oxo \ 011
Cuando las derivadas parciales se refieren a la misma variable se denota como:
0% f 0 of
=— |z 2.16
o 1 2 ox 1 ( o 1 ( )

De manera analoga se pueden definir las derivadas parciales de cualquier orden. Asi por ejemplo:
O 0 (®fN_ 0 (0 (of
8.7)28&312 a a.’tz 8.1‘12 o 81)2 81’1 81?1
_oy 0 PF N_ 0 (0 (&F \\_0 (0 (0 (of
8.7/‘18.’13328.’132 n 81‘1 3.’13328.’132 - 8.731 8.’[33 6.’1)381‘2 n 81‘1 8.7,‘3 8.773 8,’[32

_ 0 0 (0 (0 (of
81'16.1'3281‘2 o 8L1 81’3 61‘3 8.’[2

Ejercicio 111.
Sea z=f(z,y)= ln(e}m + efy)

dz 0Oz 0z 0z
Hallar 5%, 5%, 575, voz

Solucion
z=In(e" +¢Y)
dz €
dr e +eY

?:_ o (o
0z2 Oz \ Oz

oo o
0x2 Oz \e* 4 ev

0Pz e® (e +e¥) —ee”

022 (e® + ev)®
0%z erty

9% (e® + ev)®

0z eY

(3Ty T e +e¥
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oo (o
oy> Oy \y

#:_ 0 o
oy? Oy \e* +e¥

822 eV (E‘T + 8:l/) — eYe¥Y

y? (e* + ey)2

822 6aL'er

0z 9 [0z
dydz ~ dy (%>

02z 5} er
yox - dy (e"’ +ey>

0%z —evty

Jyox (e + ey)2
0%z a [0z

0zdy ~ Oz (Ey)

0%z 1o} e¥
0x0y "o (ez +ey>

0%z —e*ty

Ejercicio 112. 920y (e + 6y)2

Sea z=f(r,y)=xlny+y>

Demostrar que se satisface la ecuacion diferencial:
Pz 0%z 2z 0%z

Solucion s 0x2  0y? yOzdy -
z
7%
ox ny
0z «x
=4
oy y

82278 8273;1:27372
o=y () =y (5 +20) ==+
327;78(&2)73(;1:_"_2)71
ox2y 0x \oy) 0z \y Y oy
Pe 0 (92)_ 0 -

922 0x \dx) oz YT

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

Yy \y
T x
vy
2=2
Ejercicio 113.
Sea z=f(z,y) =e¥(ycosz — xsinx)
Demostrar que se satisface la ecuacion diferencial:
02z . 02z —0
. dx?  Oy?
Solucion
0z
— =e¢eY(—ysinz —xcosz —sinx
5, = ¢ (Y )
0z . . ; Ny .
= eY(cosz) 4 (ycosx — xsinx)e? = e¥(cosz + ycosx — xsinx)
Y

#:_ o (o
0x2 Oz \ Oz
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0%z . .
32 = B2 [e(—ysinz — x cosx — sinx)]
x x

& =eY(—ycosz + xsinx — cosxT — cosx)
a2~ T - -

82

6—2 =eY(—ycosz+xsinz — 2cosx)

T

0%z 0 (02

ay* 9y \ oy

6? 0

(?T,; = ay [e¥(cosz + ycosz — xsinz)]

0%z

50 eY(cosz) + (cosz + ycosx — wsinz)e? = e¥(2cosx + ycosz — xsinx)
Y

Reemplazando en la ecuaciéon diferencial:
e’(—ycosxz +zsinx —2cosz) + e¥(2cosx + ycosz — asinz) =0
eY(—ycosx + xsinx —2cosx +2cosx + ycosx —xsinz) =0
e’(0)=0
0=0

Ejercicio 114.
Seaw =g ( ) donde ¢ es una funcién arbitraria de (%) demostrar que:
w2 0w 0w 5 0%w

R

=0

Solucion

2
ow Jg [u u u dg [u
a0 (o) (58) =5 ()
Pw 9 [ow
2 = ou (m)
Pw 0 (189 <u>>
ou?  Ou \vdou \v
Pw 1 9% (u)
ou? v ou? \v
Pw 0 [Ow
oudv ~ Ou (%)
0%w 0 u dg [u
oudv ~ Ou (71172% (5))

2 2
gug')u - 7’Ui2 [% aiagv (%) + % (%)}
2 2
s =iz (5) e (3)

v2 Ov

Pw 9 [(ow

2 v ( )

Pw 0 U 8g
52 = (‘ﬁ% )

m

2 2 ]
ng {1}12 gv2 v ; ) * gz ( ) <_vz3>}
d%g

2
s = o (1) 4 i?fgi( )

t\)
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Reemplazando en la ecuacion diferencial:

s (0) o2 [ () e ()]« [t (0« e ()] =
2 92 2 2 2 92
s (1) o (%)*%"% D ()T () -0

2

@)+
7 [am (3) -2 8u6v AR % (Eﬂ =0
o (

[

v
w2 2
<8 99 u)) 0
v v
como g— = %

2
(5 (-3 () =0
0=0

Ejercicio 115.
Sea w = uf(u —v) + vg(u — v), donde f y g con funciones arbitrarias de (u — v), demostrar que:
Pw  Pw 0w
ou? t oz o? + 28u8v

Solucion
ow Of(u—v)

15}
%—uT—i—f(u—v)—Hw%(u—v)

Pu_ 0 (0w
Ou? _8u ou

0? 0 0
&Zu = 5 ( f(au v) +flu—v)+v- a—qgl/(ufv))

(?;qu :“%(U*U)Jr%(U*v)+%(ufv)+v%(u—v)
%:uggm—v)+z§—ﬁ<u—u>+§m_v)

68% = gz(ufv)fv%(ufv) glu—v)

O;TZ;] = % (%) = % (7111%@ —v) - U%(uf v) +g(u7v))
(9;71;; = ZQJ;(U—U) +v%(U— v) — %(u—u) - %(u —v)
%:Uw+%(u—m—2%(u—v)

P _ 0 (ow

Oudv — Ou \ dv

Pw 0 of dg

5udv ~ Bu <7u%(ufv) fv—(ufv) +g(u7v)>

u82w_7 02 f(u—wv) é‘)f( B )782g(u—v) 89( )
udv v Oudv ov v Oudv ou -

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

u%(u —v)+ 2%(71 —v)+

42 <7u82f(u -v) Of(u—-v) v0%g(u—v) g

dudv v dudv ou
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u%(u —v) - 2u82’;%; oy ua%g:; o) ?—J(u —v) - 2%5@ —v) + 7“8296(32* v)
_ 20025(’9(;‘8; v 4 ”829((97;2_ V) _ 2%@ —v)+ 2%@ ) =0

o[ 2 e e [ - o]+

o[ Pz 2ol oe) | P o[- R )] =0

" (W(guf v) 31"(;; v)>2 . (39(751: v) 89(;@* v))2 -0

u(0) +v(0) =0
0=0
Sea f:DCR*—=R
(@,y) = 2= f(z,9)
Donde f es diferenciable en (z,y) € R2.

"Se denomina diferencial de z = f (z,y) a la suma de las diferenciales parciales respecto a las variables
independientes: dz = dy(x,y) = dz, + dz, (Quiroga, 2000, p. 36). Es decir:

dz = %(wvy)div + %(Ly)dy (2.17)
Sea f:DCR"—R
(x1,22,...,n) = z = f(z1,22,...,2Tp)
Donde f es diferenciable en Z € R™.
La diferencial total de z = f (Z) es:
0z 0z 0z
= —dx —dx oot —dzx 2.1
dz s dxi + 25 drg + ...+ 9z, dx, (2.18)

Dos de las aplicaciones destacadas de la diferencial total son los céalculos aproximados y calculo de
errores.

Para célculos aproximados, si |Azq|....|Az,| son suficientemente pequetios, entoncess Az & dz

En el célculo de errores:

error relativo = Az = & (2.19)
z z
A d
error porcentual = 22 5100 2 £ % 100 (2.20)
z z

Ejercicio 116.
Sea z = 22 4+ 2y? y (z,y) cambia de (1,3) a (0.95,3.1). Calcule los valores de dz y Az y compare.
Solucion
Como z = f (z,y) = 22 + 2y>
La diferencial total es:
of of
dz = —dx + -=d
S + Ay 4
dz = 2xdx + 4ydy
Sizy =1 pasaaxy =0.95= Az = dzr =-0.05
Siy; =3 pasaay, = 3.1 = Ay=dy=0.1
Reemplazando en la diferencial total:
dz = 2(1)(-0.05) + 4(3)(0.1)
dz=1.1

Se calcula ahora la variacion real de z :
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Az = f(2,92) — f (z1,91)

Az = £(0.95,3.1) — £(1,3)

Az = [(0.95)% +2(3.1)%] — [12 +2(3)?]
Az =112

Por lo tanto se concluye que Az = dz.

Ejercicio 117.

Un envase metélico abierto tiene la forma de un cono de 1.5 m. de altura interior y 50 cm de radio
interior, con un esperor de 2 mm. Si el costo del material a ser utilizado es de $0,40 ¢/ cm?. Aproximar
mediante diferenciales el costo total del material empleado en la elaboracion del envase.

Solucion

Representando el envase indicado en la Figura 2.41:

Figura 2.41

Esquema ejercicio 117

dr | E

Sea: Cr :  costo total del material
AV : cantidad exacta de material
Cy @ costo del material

dV :  cantidad aproximada de material
h: altura interior

r: radio interior
dh : variaciéon de la altura
dr : variacion del radio

Donde: G, = $0.40 ¢/cm?.

h = 150 cm.
r =50 cm.
dr = 0.2 cm.
dh = 0.2 cm.
Entonces:
Pero:
Ahora:

Cr=AV - Cm

AV = dV
Cr =dV-C,,

V=grh

ov ov

2 1
dV = g?TTth + §7rr2dh

dv = %m"dr(Qh +r)

1
dv = 37 (50)(0.2)[2(150) + 50]
dV = 3665.19 cm®
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Por lo que: Cr = 3665.19 cm® x $0.40 ¢/cm?.
Cr = $1466.07

Ejercicio 118.

Un contenedor tiene la forma de un sélido rectangular y tiene como medidas interiores 6,4,8 metros y
un espesor de 4cm. Emplee la diferencial total para aproximar la cantidad de material necesario para
construir el contenedor.

Solucion
Representando el contenedor en la Figura 2.42:
Figura 2.42
Esquema ejercicio 118
Sea: AV : cantidad exacta de material
dV : cantidad aproximada de material
dx : variacion de x
dy : variacion de y
dz: variacion de z

Donde: =6 m.

y=4m.
z =28 m.
dr = dy = dz = 2(0.04 m) = 0.08 m.
Como: H{) =ryz
AV = dV
v °)% ov
oV °)% °)%

dV = yzdx + xz — dy + xydz

dV =dx(yz + zz + zy)

dV =0.08(4 x 8+ 6 x 8+ 6 x 4) m®.
dV =8.32 m>.

Ejercicio 119.

El radio y la altura de un cilindro circular recto miden 25 y 50 cm. respectivamente, pero se comete
un error de 1 mm. en la toma de cada una de las mediciones. Utilizando la diferencial total, estimar
el error en el calculo de su volumen. Hallar el error porcentual.

Solucion

Sea: AV : error en el calculo del volumen
dV :  error aproximado en el calculo del volumen
dv : error en la medicion del radio
dh : error en la medicion de la altura
r: radio del cilindro
h: altura del cilindro
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Donde: r =25 cm.
h = 50cm.
dr =dh =0.1 cm.
Como:
V =mr?h
AV =4V
°)% °)%
dV = 2rrhdr 4 wridh
dV =mrdr(2h+71)
dV = 7(25)(0.1)(2 x 50 + 25)
dV = 312.5mcm3.
dV
E lativo: = —
rror relativo e v
V =7rlh

V = 7(25)%(50)
V = 31.250mcm®.
312.5 cm?®.

“r = 31,220 em?.

Error porcentual:

e, = e, X 100
e, =0.01x100=1%

Ejercicio 120.

=0.01

La resistencia de un alambre es proporcional a su longitud e inversamente proporcional al cuadrado

del radio,

dado por:

L
R=k—

Si el error en la medicién de la longitud es del 5% y el error en la medicion del radio es del 2 %. Cual
es el error en la medicion de R?

Solucion
Sea e,, : error porcentual en la medicién de la longitud
e,, © error porcentual en la medicién del radio
€pn ¢ error porcentual en la medicion de la resistencia
dR: error en la medicion de la resistencia
dh : error en la medicion de la longitud
dr: error en la medicion del radio
Donde: ep, =5 %
dL
oL =T x 100
dL
5=— x100
L
dL
— =0.05
L
dL =0.05L
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ep, = 2%
dr

€, = - x 100

2= ﬂ x 100

r

d

T 0.02

r

dr = 0.02r



L

Como: R=K—
r
AR~ dR
OR OR

ar =222y,
r T

K KL
dR = 5 (0.05L) - 277 (0.02r)

KL KL
dR = 0.05—- — 0.04—-
r r
KL
dR = TT(O.OS —0.04)
dR
KL = 0.01
T2
dR
— =10.01
R
dR
r=— =0.01
“~R
e, = e, X 100
e, = 0.01 x 100
e, =1%

2.7. Derivadas de funciones compuestas e implicitas.

La regla de la cadena para funciones de varias variables se la divide en dos casos:

1. Caso de una sola variable independiente t.
Sea f:DCR*=R

f es diferenciable de z e y.
z=g(t), y=h(t
g v h funciones derivables de t.

Entonces z es una funcion derivable de ¢ :

Figura 2.43
Diagrama de drbol 1 variable independiente

dy
9% 7,
ﬁ/ g .
b5
\ d}
3 A
T Y ¢

dz 0z dz 0z dy

dat ~ dzdt ' oydt
Esta regla se puede extender a un nimero cualquiera de variables.
En ciertos casos se puede hallar %, sustituyendo z e y en términos de ¢ antes de derivar.
2. Caso de dos variables independientes
Sea f:DCR*>—=R

(.’E,y) Hz:f(:r,y)

(2.21)
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f diferenciable en z e y
z=g(s,t) , y=h(s,t)

s 9z Oz 0y 09 .y
Si 5%, 9> 92 5, existen

Entonces z es una funciéon derivable de s y ¢ :

Figura 2.44
Diagrama de drbol 2 variables independientes

8
d a, 5

[ x i
P i

z :

x ﬂ_: s

P et _,.'-4"""—_-—-

a, b =
a, t

0z 0z0x  0z0y

0z 0z0x  0z0y
ot~ dx dt | Ay ot (223)

Esta regla también se puede extender a un numero cualquiera de variables.

En ciertos casos se puede hallar %, %, sustituyendo x e y en términos de s y t antes de derivar
(Edwards y Larson ,2017).

Ejercicio 121.

Si z=e"t +In (i) ;T = cost;y = sint.
Hallar 4

a) Utilizando la regla de la cadena

b) Sustituir e y antes de derivar
Solucion

a)

Figura 2.45
Diagrama de drbol ejercicio 121

dz_ 0z dr 0z dy
dt ~ dx dt ' Oy dt

z = 612+y2 + In (£>
Y

%y e (1
oz T \y

%:21‘€I2+y2+1
ox
0z 2,2 Y T
22— 9ye® Y | =
oy~ Y +:r( y“’)
0 _ppeteit 1
dy y
d
x:costﬁd—f:—sint
d,
1 :sint:>—y:cost
Y dt
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Reemplazando en la regla de la cadena:

dz 2,2 1 2,2 1
c _ (23:612“’2 + 7) (—sint) + (23/6””1“1Z - 7) cost
dt x Y
d 2, 1 " 1
22— (2costecosthsin®t |~ (—sint) + ( 2sin tecos™ thsint _ ) coqt
dt cost sint
dz 1 1
= | 2coste+ — | (—sint 2sinte — —— | cost
dt ( ste+ cost) (=sint) + ( sHLbe sint)
dz . .
i —2esintcost —tgt + 2esint cost — ctgt
dz  sint  cost
dt ~  cost sint
dz sin? ¢ + cos? t)
dt sintcost
dz 1
dt = sintcost
dz taect
— = —csctsec
dt
b) y = ec052 t+sin? ¢ +1n cost
sint

cost
z:e+ln< - )
sint

dz  sint ( —sin?t — cos? t)

dt  cost sin®t
dz _ sint 1

dt ~  cost sin’t
dz 1 1

dt ~  cost sint
dz

E:—csctsect

Ejercicio 122.
Siz= i;z,x =e,y=c¢e".
. 9y 9z ©?
Hallar 22, 5%, 555~
a) Utilizando la regla de la cadena
b) Reemplazar x e y antes de derivar.
Solucion

a) Figura 2.46
Diagrama de drbol ejercicio 122

Aplicando la regla de la cadena:

0z 0z Ox
ar  ox or
0z 0z Oy
ds 9y Os
_TrTy
=ty

0z _z+y—(z—y)
or — (x+y)’
0z 2y

ox  (z+y)°
0z 2¢e’



oz .
Se halla 9% :

or (e +e*)

Se halla ‘2—; :

b) L e’ —e’
[
0z e (e +e°)—(e" —e)e”
ar (e +e)
0z  2ee’
o
0z 2e" TS

or  (er + 65)2
0z —e®(e"+e°)— (e —e¥)e’

s (67‘ + 65)2

0z e’ (—e"—e® —e +¢°)
ds (er 4 e5)°

0z —2erts

ds (er 4 e5)?

?: 0 (02

9sdr ~ Os \ Or

0%z _ 90 2erts
9sOr ~ Os (em + 68)2

822 26T+5 (er + 65)2 _ 26T+5 . Q(GT + 65) .es

Ahora:

dsor (er + es)Q

Dz 2e"T (e + %) (e + e — 2¢%)
9sor (er + 68)2

0%z _ 2e"+S (" — e*)

0sor e + e’
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Ejercicio 123.

Sea z = f(u,v) una funcion diferenciable de u y v, donde u = €* —Iny +1,

que u satisface la ecuacion diferencial.

0 0:_
or ' Oy
Solucion
Figura 2.47
Diagrama de drbol ejercicio 123
QU
/ e ¥
z
\ , R X
‘\-._‘_h-‘ y
Entonces: % B % % N % @
Ox  Ou Oxr Ov Oz
% _ % e + %(_ew)
or  Ou ov

0:_ (0= 0
or ¢ ou v
0z 0z Ou 0z Ov

By " ou oy T ou By

0z 0Oz 1 0z (1
oy ou <_§) T (5)
0z 1[0z 0z

oy ; (31} - 8u)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

L0z 0\ 1 (0= 02\
“\ou o y \Ov Ou
1
e’(0)+—-(0)=0
(0) y()
0=0

v =1Iny—e”, demostrar

Una de las aplicaciones de la regla de la cadena es hallar las derivadas de una funcion que esta dada

en forma implicita.

"Si la ecuacion F (x,y, z) = 0 define a z implicitamente como funcion diferenciable de z e y , entonces:

0z Fp(w,y,2) 0z  Fy(x,y,2)

9~ F.(my,2) 9y F.(w,y.2)

F, (z,y,2) #0” (Edwards y Larson ,2017).
Ejercicio 124.
Si xze¥ +ysinz — 2% =0.

Hallar % y g—; si se define a z = f (z,y)
Solucion
Sea: w=zxe’ +ysinz —z*=0
ow
— =eY—2"Inz
ox
ow v
— =zxeY +sinz
Ay
ow
— =ycosz —x2° "
0z
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Aplicando la regla de la cadena:

ow
92 _ _ow
- ow
Ox £
0z e —2%Inz
0r  ycosz — xz®1
0z e —2%Inz
Or xz* ! —ycosz
ow
9z _ oy
- T ow
% £
0z zre¥ +sinz
Oy ycosz— xz® 1
0z re¥ + sin z

dy T el 1y COS 2
Ejercicio 125.

Sea: wxy?—22y+a22=0

2
Hallar B‘Z—gz si se define a z = f (z,v).
Solucion

0%z _ g 0z
Oydxr ~ Oy \ Oz
Seaw=ay? — 22y +222=0:

ow

oz = y2 + 22z
0
% = —2yz + o*
Aplicando la regla de la cadena:
ow
9z _ o
Ox %’
% _ y? + 22z
or  —2yz+a2
0z y? + 222
or ~ 2yz — a2
ow
Oz _ oy
- ow
dy bt
0z 2ay-— 22
oy~ —2yz+a?
0z _ 2y — 22
Oy 2yz— a2
. 0 (0
oydx Oy \ Ox
Pz 9 Y2+ 22z
Oydx ~ Oy \ 2yz — a2
02z B (Qyz — xz) % (y2 + 2:172) — (y2 + 2:172) % (2yz - :c2)
Oyox (2yz — 22)*
925 (Zyz - CL’Q) (23/ + 2:1;3—;) — (y2 + 2xz) . [2 . (y%j + z) — O]
oydx (2yz — xz)Q
2 219—22 2 21y—22
92, (uz—a?) 2y+2z(50n) — (V¥ +222)2 |y e R
oydx (2yz — 302)2
2y(2yz—a:2)+2x(2:cy—22)—2(y2+2:cz)(y(2a:y—22)+z(2yz—m2)}
62'2 _ 2yz—x?
oydx 2yz — x?
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0%z _ dy?z — 222y + Aoy — 2222 — 2 (y2 + 2xz) (2:Ey2 —yz? +2y2? — x2z)

oydx (2yz — $2)2

0%z _ 4?2 4 222y — 222% — 2 (y2 + 2xz) (2(ij2 +yz? — :1722)

dyox (2yz — x2)*

02z _ Ay + 222y — 2w2? — day?t — 2322 + 2229% 2 — 8a?y?z — 4wy + 42322
Oyox (2yz — 22)?

0%z _ 4y?z — 222y — 2x2% — dayt — 2322 — 62%y% 2 — day® + 42322
Oyox (2yz — 22)*

Ejercicio 126.
En un instante dado, la longitud, de un rectangulo mide 15 cm. y crece a la tasa de 0.5 cm/min, la

longitud del otro lado es de 10 cm. y decrece a razén de 1 cm/min. Calcule la tasa de variacion del
4rea en ese instante.

Solucion
Representando el rectangulo dado en la Figura 2.48:
Figura 2.48
Asignacion de variables
z =15 cm.
Ccl; = 0.5 cm/min.
y = 10 cm.
d
dl; = —1 cm/min.
[t
Sea: A=y
T—1
A<
y—t
dA_0A du 0Ady
dt  Ox dt Oy dt
A _ o dy
at ~ Var T Vat
dA
g (10)(0.5) + (15)(—1)
% = —10 cm?/min.

Por lo tanto el area esta disminuyendo a razén de 10 cm?/min.

Ejercicio 127.
Una pared hace un adngulo de 90° con el suelo, una escalera de 8 m. de longitud esta apoyada a la
pared y su parte superior esté resbalando a razén de 2 cm/seg.; Qué tan rapido esta cambiando el area

del triangulo formado por la escalera, la pared y el suelo cuando la escalera hace un angulo de 45°
con el suelo?

Solucion
Realizando un esquema del ejercicio en la Figura 2.49:
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Figura 2.49
Asignacion de variables

457

SRS

AR

z =28 m.

% = —0.02 m/seg.

A,

dt
1

Sea: A= 5y
T —t

A<

y—t

dA  0A dx  0A dy
@ " or dt oy
dA 1 dz 1 dy
ar 2¥ar T ar

x =y por ser un triangulo isosceles

22 =127 +y?
B =a>+y°
64 = x2 + 32
dx dy
=2rx— + 2y—
=200 T2 g
dx dy
2r— = —2y-2
Tt Yz
de _ _dy
dt — dt

déA 1 dz 1 dy
at 2%ar 2Vt
dA
s =0 m?/seg.

Por lo tanto no hay variacion del area del triangulo formado por la escalera, la pared y el suelo

Ejercicio 128.

Se introduce agua en un recipiente de forma de un cilindro circular recto a una taza de %W cm?®/min.
El recipiente se ensancha de modo que, atin cuando conserva su forma circular, su radio se incrementa
a una tasa de 0.5 mm/min.;Qué tan rapido sube la superficie del agua cuando el radio es de 5 cm. y
el volumen del agua en el recipiente es de 107 cm?®. ?

Solucion

Bosquejo del ejercicio en la Figura 2.50:
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Figura 2.50
Asignacion de variables

AN

v _ 16 em?® /min
at 3" '
% = 0.05 cm/min.
ah _
dt
r =5 cm.
V =107 cm?®.
2
Sea: V =mar h
\%4 107 2
= = = — cm.
m? w52 5
v r—t
<
h—t

v oV dr OV dh

dh v, _ 9V dr

dt @

@ _ ‘Z—‘t/ — 27rrh%

dt T2

dh _ L7 —2x(5) (2) (0.05)
dt 257

dh

i 0.21 cm/min.

Ejercicio 129.

Una cantidad de gas obedece la ley del gas ideal PV = KT con K = 1.5, y el gas esta encerrado en un
recipiente cuyo volumen estd aumentando a razén de 0.5 m®/min. Si en el instante en que el volumen
es de 10 m?, la presion es de 3 pascales y decrece a razon de 0.2 pa/min. Calcule la tasa de variacion
de la temperatura en ese instante.

Solucion

K=15

Cfi—‘t/ = 0.5 m®/min.
V =10 m®.

P =3 Pa.

dP

o —0.2 Pa/min.
a _

dt
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PV = KT
PV
T=—
K
P—t
T <
V-t
dr 9T dpP 0T dV

dt ~ oP dt "oV dt
dI _ VAP PdV
dt  Kdt K dt

Como:

dl 10 3
a1,
73 C/min.

Ejercicio 130.
Un automévil viaja en direccién Sur por una carretera a 100Km/hr, otro automévil viaja en dirreccion
Este por otra carretera a 60 km/hr, los automoviles se acercan al cruce de estas dos carreteras ;A qué
razén cambia la distancia entre los dos autos cuando estan a 4 km. y 3 km. respectivamente del cruce?
Solucion
Bosquejo del ejercicio en la Figura 2.51:

Figura 2.51

Asignacién de variables

I _ 100 km/hr.

dt

% = 60 km/hr.
4z _

dt

y =4 km.

z =3 km.

Sea:

22 =127 +y?

d d: d
QZ—Z = Qxl + 2yl

dt dt dt
dz x% + y%
dt z
z2=1+/(4)%+ (3)?
z =25 km.
dz  3(60) + 4(100)
a5
% =116 km/hr.
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2.8. Derivada dirrecional.
Sea f:DCR*=R

(z,y) = 2= f(2,y)
Si f es diferenciable en x e y, la derivada direccional de f en la direccion de @ esta dada por:

Daf(z,y) =Vf(z,y)-d (2.25)
Donde:
Cof.. of.
Vf(z,y)= e + ayj (2.26)
Si % y g—i existen
i = ar+ by (2.27)
i = cos 07+ cos 07 (2.28)

Geométricamente, Dz f (Py) representa la pendiente de la recta tg a una curva C en la direccion de .
Fisicamente, Dy f (Pp) da la razén de cambio de f con respecto a la distancia en el plano zy, medida
en la direccion de .

El valor maximo de Dz f (2o, o) es ||V f (2o, y0)|| ¥ se presenta cuando @ tiene la misma direccion que
el vector gradiente V f (zo,y0) (Stewart, 2012).

El valor minimo, de Dz f (zo,%0) es-||V f (zo,%0)|| v se presenta cuando @ tiene la direccion -V f (zo, yo)-

Sea f:DCR®—=R

(':CVy?Z) H W= f(a;7y7z)
Si f es diferenciable en x,y, z, la derivada direccional de f en la direccion de @ esta dada por:

Daf(w,y,2) = V[ (2,y,2) - @ (2.29)
Donde:
Vf(2,y2) = %7—1— g—;ﬂ— %E (2.30)
Si g—gfc, %{,v g—ﬁ existen.
@ = ai+ bj+ ck (2.31)
U = cos o’ + cos 37+ cos vk (2.32)

Donde «, 3,7 son los angulos directores de .

El valor maximo de Dz f (20, Y0, 20) €s ||V f (2o, Yo, 2z0)|| y se presenta cuando @ tiene la misma direccion
del vector gradiente V f (zo, Yo, 20) (Stewart, 2012).

El valor minimo de Dgzf (zo,yo0,20) es ||V f (20,0, 20)|| ¥ se presenta cuando @ tiene la direccion
-V f (z0, Yo, z0) (Palacios, 2017).

Ejercicio 131.

Sea la funcion f (z
a) Hallar Vf(2,1)
b) Utilizar V(2, 1)

73/):8*.’172*:1/21

para hallar Dz f(2,1) en la direccion de P;(2,1) a P5(1,2). Representar Vf(2,1) y

PP,
¢) Interpretar fisica y geométricamente el resultado obtenido on b).
Solucion
of (x,y) Of (x,y)
a) V — 9 e o R
o) = (2L 208

Vf(w,y) = (-2, -2y)
Vf (o, 90) = <0f (90073,/0)7 of (Io7yo)>

ox dy

Vi) = <%%ﬁ>>

V£(2,1) = (-4, —2) Representado en la Figura 2.52
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b) Daf (zo,90) =V f (z0,y0) - &
PPy =(1,2) — (2,1)
PPy = (—1,1) Representado en la Figura 2.52

oo PP
[ PPy
7= <_171>
(1) +(1)?
7= <_17 1>

4 2
Dzf(2,1) = —=— —
1@1) 2 V2
2
Dzf(2,1) = —
f2.1) V2
Figura 2.52

Representacion del Vf (2,1), el vector PiPy y el dngulo o

N

i
I

L1

Ga

i
[T o

(2,1,3/ ).
.-___-2 L}

[}
g Avie

rE_

x.,' :"'-u-_ 3 " i

2 e s
@y v

¢) Daf(2.1) = %

Fisicamente, se tiene un aumento aproximado de % unidades con respecto a la distania en el plano

zy, medida en la direccion del vector unitario @ = <—%, %>

Geométricamente, representa la pendiente de la recta tangente a la curva C en el punto (2,1, f(2,1))

2
mp =tga=Dzf(2,1) = —

V2

¢ 2
a=—

SV

o = 54,74° Representado en la Figura 2.52

Ejercicio 132.

Sea f (z,y,2) =1n (yQ—izl,)

a) Hallar Vf(2,1,1)

b) Calcular Dz f(2,1,1) en la direccién del punto (2,1, 1) al punto (1, 3,2).
¢) Graficar V£(2,1,1) y Pi P

Solucion
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a) (e = (L9
Ox’ Oy’ 0z
y? + 22 y? + 22 —2xy y? + 22 —2xz
(z.y,2 2 29 : 2
PR T (22 T (y2+2?)
1 721, —2z
(z, -
e x’ Y2+ 22" Y2 + 22
1
V2,1 <§ -1 71> Representado en la Figura 2.53
b) Daf(2,1,1) = V(2,1,1) - @
PPy =(1,3 2) —(2,1,1) = (—1,2,1) Representado en la Figura 2.53
(12
0=-—-"

\/67

V6
1 2 1
Dﬁf(27171):—%—%—%
Dﬁf(27 17 1) = 7%
c
) Figura 2.53

Representacion del Vf (2,1,1), el vector PP

Z

Ejercicio 133.

Sea f (z,y) = e™¥.

a) Encontrar la rapidez de cambio de f en el punto (1,0) en la direccion del vector unitario @ =
cos g7+ sin 7.

b) Hallar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de f en (1,0)

¢) (En qué direccion f decrece mas rapidamente?

Solucion
a) Daf(1,0) = VF(1,0) -
af o
Vi = (550

VI (2,y) = (ye™, ze™)
Vf(1,0) = (0,1)



Daf(1,0) = (0.1} <“f ;>

Daf(1,0) = 5

b) Dz, ... f(1,0)=|[Vf(1,0)]| = V02 +12 =1 en la direccionV f(1,0) = (0,
7=(0,1
cosf =0 NP
sinf =1 9

¢) En la direccién — Vf(1,0) = (0, —1)
i

Ejercicio 134.

Sea f(z,y) =In(y — 2?) :

a) Hallar Dz f (%, %) en la direccion de la tangente a la curva y = 1 — 22,

b);Cual es la magnitud de la minima rapidez de cambio de f y en qué direccion (dngulo) se produce?
Solucion

a)Sea C:y=1-—2?

Parametrizando:  C : { z; i g

Al punto (% %) le corresponde:

) =(1,-2)

=
“(8) (o o)
vi(53) =22

(-0 (83



b) Dz f (%, : ) =— HVf (%, %)H = —/(-2)2+ (2)2 = —/8 = —2v/2 en la dirreccién —V f (%7 2) =
(2, 2.

NI

i= <27_2>
2v2
(b3

Ejercicio 135.

Sea f (z,y,2) = arctg (zy?2)

z = a2 4 y?
r+y=2

b) Hallar la direccion y magnitud de maxima rapidez de cambio de f en (1,1,2)
Solucion

a) Parametrizando C :

a) Hallar Dz f(1,1,2) en la direccién de la tg a la curva C' : {

El ¢ que le corresponde al punto (1,1,2):

1=t
1=2—1¢ =t=1
2=2t2 -4t +4
C:f(t)={(t,2— 1,2t — 4t + 4)
Fy=Q0,-1,4-4)

Sea R el vector que da direccion a la recta tangente a C:

R=f(1)=(1,-1,0)

L (1,-1,0) /11
v (1)2+(—1)2+(o)2*< 2’ \/§’0>
Dgf(1,1,2) = Vf(1,1,2) - @

_/9f 9f of
Vi) = (55050
2 2
Yz 2xyz Ty
V b b = 9 b
f(r Y Z) <1+(xy22)2 1+(1‘y22)2 1+(1‘y22)2>
241
vf(17172)7<? r7g>
241 11
Daf(1,1,2)= (22 2N (— ——
w112 = (251} (5.~ 75.0)
2 4 2
Daf(1,1,2) = — — = —
J( ) 53 58 55
b ) Do f(1,1,2) = [V£(1,1,2)] = /(2) + (£)* + (4)® = ¥2L en la direccion Vf(1,1,2) =
(3,535
__(¢.88)
u = \/ﬁ




2
cosa = —— = a ~ 64,2°
V21 ’
4
cosff = Woii = 8 =29,2°
1
cosy = E = v~ T77,39°

Ejercicio 136.
Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de z = In (x2 - y) con el plano

y = v/3z en el punto (2,2v/3,In(4 — 2v/3)).

Solucion
La direccion estara dada por el vector que da direccion a la recta que es parte del plano:
y =3z
Y =V3=tgh
0 = 60°

@ = {cos 60°, sin 60°)

/13
=27

La pendiente de la recta tangente a la curva de intersecion de la superficie con el plano no es mas que
la derivada direccional, asi se tiene:

Dﬁf(27 2\/5) = mr
Daf(2,2V3) = Vf(2,2V3) - @

Y (y) = <8f((9x:;y)73f((92y)>

Vf(fb’vy)=< L >

-y’ 2’—y

V/(2,2v3) = <4_472\/§,_4_712\/§>
D f(2,2V3) = %
Por lo tanto: v
mr = m

Ejercicio 137.

La presion distribuida sobre una placa esta dada por P (z,y) = . Hallar si es posible la direcciéon
(dngulo) en la que la presiéon disminuya a razoén de 1 Pa/cm. en el punto (1,1).

Solucion

DgP (1,1) = —1 atm/cm.

27y2

vf (%,y) = <6871; %>

Vf(zy) = <_2;y27_27y>

a+2b=1 (2.33)



Ahora:
lall =1

(Va2 =y

@+ =1
Resolviendo el sistema de ecuaciones (2.33) y (2.34):
a+2b=1 = a=1-2b
a+br=1 = (1-202+b=1
1—db+ 40> + 6% =1

562 —4b =0
b(5b—4) =0
4
b=0; b:5
a=1;, a= —§
5
Entonces se tiene dos soluciones:
it = (1,0) ﬁ2:<_%’%>
cosf =1 . cosf = 3 )
{sina:o =0=0 {Sinozg = 0~ 126.87

Ejercicio 138.

(2.34)

La temperatura distribuida sobre una superfiuie estd dada por T (z,v, z) = In(xy) — (z — 1)2. Hallar
si es posible la direccion (dngulo) en la que la temperatura aumente a razén de 1°/ cm. en el punto

(1,1,1).

Solucion
DzT(1,1,1) = 1°/ cm.
DuT(1,1,1)=VT(1,1,1) -4

or or 0T
VT(layVZ) = <%aiy7$>

VT (z,y,2) = <%, %,—(z — 1)>
VT(1,1,1) = (1,1,0)

@ = (a,b,c)
1=(1,1,0) - (a,b,c)
l=a+b

[l =1

(Verwea) =ap

A+ +2=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones (2.35) y (2.36) :

a+b=1 = a=1-b
{a2+b2+c2—1 = F=1-a®>-1
A=1-(1-b)2-1b
A =1-1+20-0>—p
¢ =2b—2b?
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Como ¢ > 0 = 2b— 2b% > 0 se va a tomar la solucion 2b — 202 = 0.

Se tiene entonces:

2b(1—-0) =0
b=0vb=1
a=1Va=0
c=0Vec=0

iy = (1,0,0) i = (0,1,0)
cosa=1=a= cosa=0=a=75
cosB=0=p3=7% cosf=1=p03=0
cosy=0=y=73 cosy=0=y=73

Ejercicio 139.
La presion distribuida en cualquier punto zy de una placa en Pa esta dada por:

P(z,y) =222 + 32

Donde z e y es la distancia que se mide en cm.

a) Hallar la rapidez de cambio de la presion en el punto (2,1) en la direccion al origen.
b) Hallar la direccion en que la razoén de cambio de P es maxima en (2,1).

¢) ;Cual es la razon de crecimiento minimo y en qué direccion se produce?
Solucion

Representando la paca en la Figura 2.54:

Figura 2.54

Dirrecciones de mayor y menor crecimiento de P (x,y)

a) PPy =(0,0) —(2,1)
PPy = (—2,-1)
7= <_27_1>

()
N VB VB

DzP(2,1) = VP(2,1) - i

VP (z,y) = {4z, 6y)

VP(2,1) = (8,6)

DaP(2,1) = (8,6) - <_% _%>
b0 B



b) En la direccion VP(2,1) = (8,6)
(8,6)

xxxxxx

- <_87 _6>
2=
L.
2T\ 5 5
4
cosf = ——
= 0 ~ 216,86°
sin@zfg

Ejercicio 140.
Sea la funcion f (z,y) = In(zy) (El valor maximo de la derivada direccional de f ocurre en la direccion

tangente a la curva 2% 4y = 4 en el punto (1,/3)?

Solucion
Representando la curva y la recta tangente en la Figura 2.55:

Figura 2.55
FEsquema del ejercicio 140

Para T: 22 + 4% =4

2z +2yy =0
Y ==
Y
1
= —— =tgh
Yy \/3 g
=
6:%71'
0 cos5 sin5
= - s
r 6 6
i (Y31
T\ 22
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El valor maximo de la derivada direccional ocurre en V f(1,/3).

Vf(m,y): 1‘1

8
<
~_—

como Ur # U

Entonces el valor maximo de la derivada direccional no ocurre en la direcciéon de T'.

2.9. Planos tangentes y rectas normales a superficies.

Sea F (z,y,2) = 0 la ecuacion de una superficie, donde Fy, F, F, son continuas y no todas ceros en
Py (20, Yo, 20), entonces VF (z9,yo, 20) es normal al plano tangente a la superficie en Py.
La ecuacion del plano tangente a la grafica de F' (z,y,2) = 0 en Po(zg, Yo, 20), esta dada por:

Fy (Po) (x = mo) + Fy (Po) (y — o) + F= (o) (2 — 20) = 0 (2.37)

donde VF (z0,Y0,20) = (Fy (P), Fy (Po), F: (Py))

La recta normal a F' (x,y,z) = 0 en P, es la recta que pasa a través de Py y sigue la direccion del
vector normal al plano tangente a la superficie en Py (Stewart, 2012). La ecuacion escrita en forma
simétrica esta dada por:

T — o Y—Y 2= %0

F.(P) F,(R) F.(R) (2.38)

Ejercicio 141.
Hallar el d&ngulo entre la recta x = 1+2t,y = 1+3t, 2 = 3—3t y la normal a la superficie z = 22 +y2+1
en el punto de interseccion de la recta y la superficie.
Solucion
Representando la superficie y la recta en la Figura 2.56:
Figura 2.56

Bosquejo del ejercicio 141

\

 Pa(—1.—2.6)
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Se procede a hallar el punto de intersecciéon de la recta con la superficie:
=224y +1
3-3t=(14+2t2+1+3t)2+1
3-3t=1+4t+4+1+6t+9>+1
13t +3t =0
13t(t+1)=0
t=0 VvV t=-1
t=0= Py(1,1,3)

si
t=—-1= P(—1,-2,6)

Por 10 que se tiene dos puntos de intersecciéon de la recta con la superﬁme
Sea R el vector que da direccion a la recta dado por: R= (2,3,-3)y N el vector normal a la superficie
en el punto Py dado por: N = VF (0, Y0, 20)
Se pasa la ecuacion de la superficie a la forma implicita:
Fr,y,2)=a? +94>—2+1=0
oF OF OF
VF Y = a9 ) o
(2,9,2) <8a¢ Oy 82>
VF (z,y,2) = (2z,2y, —1)
=VF(P)=VF(1,1,3) =(2,2,-1)
=VF(P) =VF(-1,-2,6) = (—2,—4,-1)
Utilizando el producto punto, se calcula el angulo entre la recta y la normal a la superficie en los
puntos de interseccion:

R-N; RN,
cos) = ———=— cosfly = ——5—
(22| N1 | | Rl N2l
2,3,-3)-(2,2,—1 2,3,-3)-(=2,—4,—1
Cosel — < b b > < b b > COSGQ — < b b > < b 9 >
V22 + 32+ (=3)2,/22 + 22 + (—1)2 V22324 (—3)2/(—2)2 + (—4)2 + (—1)2
cos *74+6+3 cos 6 *7_4_12-’_3
N7 NG N3
; 13 ) 13
costh = —— costly = ———
'3V 262
91 ~ 42,730 92 ~ 148.,830

Ejercicio 142.

En qué puntos (z,v, 2), de la superficie 2% + 32 — 2y + 222 = 4 son los planos tangentes paralelos al
plano yz?

Solucion

Sea ]\71 : vector normal a la superficie.
Ny : vector normal al plano yz.

OF OF OF
F =( =, = =
VFEF(2,y,2) <8x’ T 8z>
Donde F (z,y,2) = 22 +y* — 2y + 222 —4 = 0.
VE (z,y,2 ) 2z —y,2y — x,42)
= (20 — Y0, 240 — 20, 420)
<l7 07 0>
Como los planos son paralelos, entonces:
Ny|| N
Ny = KN,
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(220 — Yo, 2y0 — x0,420) = K(1,0,0)
<2.’130 - y0723/0 - 33074ZO> = <K7070>

200 —yo = K
2yo — xo = 0 = xo = 2yo
420 =0=20=0
Py € a la superficie, entonces:
z0? +yo? + 223 —xoyo =4
Reemplezando (2.40) y (2.41) en (2.42):

dyo® +yo® — 2y0” =4
3y02 =4

Ejercicio 143.

(2.39)
(2.40)
(2.41)

(2.42)

(En qué puntos de la superficie 22 — y? — 22 = 0, los planos tangentes son paralelos a la recta z — 2 =

Z“ ;y = 1y, ademas pasa por el punto (1,0, 71)
Solucion
Sea R el vector que da direccién a la recta, dado por:

R={(1,0,-1)
Sea NV el vector normal al plano tangente en P :
N=VF (o0, Yo, 20)
OF OF OF
vr=(5r 5 %)
VF =(-2,-2y,2z)
N = VF (Py) = (~2,~2y0,220)

El plano tangente es paralelo a la recta, se tiene:

NL1R
N-R=0
(=2, —2yo, 2z0> (1,0,—-1) =0
—2—-22=0
zo=—1
La ecuacion del plano tangente en Py esta dado por:
OF (Py) OF (Po) OF (P)

oz (x — o) + y (y*yo)JrT(Z*Zo):

=2 (z —x0) — 240 (¥ — yo) + 220 (2 — 20) =

El punto (1,0, —1) es parte del plano tangente, entonces:

72(1 71‘0) — 2y (O*yo) + 229 (*1 — Zo) =0
71+xo+y0272072[2):0
Por ultimo P, es parte de la superficie, por lo que:

22 —yo? — 229 =0
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Resolviendo el sistemas:
zZo = -1
2 2 _
—1+xo+yo" —20—20=0

Zg—yOQ—Q.ZL‘O:O

(2.43) en (2.44) : To+yl—1=0=y’=1-1
(2.43) en (2.45) : 1—yo2 =220 =0= o> =1— 2z
Igualando las dos ecuaciones anteriores:

17370:172.%0

—x9 =0
g =0
yo = £1
zo=—1

Por lo tanto existen dos puntos: P;(0,1,—1), P»(0,—1,—1).

Ejercicio 144.
Indique un punto si es que existe en la superficie 2 + y? — 22 = 1 donde el plano tangente contenga
a la recta dada por la interseccion de los planos ¢ +y +2 =1, x4+ 3y — 3z = 3.

Solucion
Representando las superficies y la recta en la Figura 2.57:

Figura 2.57
FEsquema del ejercicio 144

r+ty+z=1
r+3y—3z2=3
Para pasar a la forma simétrica:
Eliminando z:

Sea la recta L: {

—2y+4z=-2
_y-1
)
Eliminando y:
—2xr—6z2=0
T
z2=—=
3
Obteniendo:
z y—1
s

Siendo R el vector que da direccion a la recta L:

R=(-321)
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Si N es el vector normal al plano tangente, entonces:

]\7 =VF (wo’y0720)
Fa,y,2) =2 +y* -2 —1=0
OF OF OF
F=(—,—, 5
v < 0z’ 9y’ 0z >
VF = (2z,2y, —2z)
N :vF(Po) = <2£L’0, 2y0, —220>
Ahora:
NL1R:

- o

N-R=0

<2$07 2!‘/07 72ZU> ) <737 27 1> =0
—6x0 +4yo — 220 = 0

P(0,1,0) es parte de la recta L y por ende sera parte del plano cuya ecuacion es:

OF (Py)
ox

F(Po) OF (Py)

1s]
(x —z0) + By (Y —yo) + 02 (z—20)=0

2x0 (2 — 20) + 290 (¥ — Yo) — 220 (2 — 20) = 0
220 (0 — x0) + 2y0 (1 — yo) — 220 (0 — 20) =0
—220% + 2o — 240> + 222 =0

T —yo+yo® — 25 =0

Py (20,90, 20) es parte de la superficie, entonces:
22 +yo® — 25 =1

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
—6z0 + 4yo — 220 =0
z0> —yo+yo® —2 =0
20 + yo® — 2a0” = 1
(247) - (248): —yo=—-1=yo=1
(2.49) en (2.46): —6z0+4—220=0= 29 =2 — 3o
(2.49) y (2.50) en (2.48):
202 4+1—(2—3z) =1
20?2 — 4+ 1220 — 9202 =0
—8x02 + 1219 —4 =10
210% = 3x0+1=0
(220 —2) (2290 —1) =0

LE():l V .1‘():%
Yo =1 yo=1
20:71 2’0:%

(2.46)

(2.47)

(2.48)

Por lo tanto existen dos puntos que satisfacen las condiciones planteadas: Py(1,1,—1) y P (%7 1, %)

Ejercicio 145.

Determinar los puntos (z,y,z) en la superficie % + (y — 1)2 + 22 = 1 donde el plano tangente es

perpendicular al plano  + z = 3 y pasa por el punto (0,0,4).

Solucion
Representando las superficies y el plano en la Figura 2.58:
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Figura 2.58
Esquema del ejercicio 145

* z(0,‘0, 4 1N

T -1+ =1

Sea N: el vector normal al plano tangente a la superficie
Nj: el vector normal al plano dado.
Como los planos son perpendiculares, sus normales también lo son:

NL1N

]\7-]\71 =0
N:VF (l‘o.yo,Zo)

Fzy2)=a?+4(y—1)2+422—4=0

OF OF OF
vr=(5r 5 %)

VF = (2z,8(y — 1),8z)
N = VF(Py) = (20,8 (yo — 1), 820)

Ny = (1,0,1)
(220, 8y0 — 8,820) - (1,0,1) =0
21‘0 + 820 =0
zZ0 = *42’0

El punto (0,0, 4) es parte del plano tangente dado por:
OF (Py) OF (Py) OF (Py)

T(w*$o)+a—y(y*yo) 9

2x0 (x — 20) + (8Y0 — 8) (¥ — yo) + 820 (¢ — 20) = 0
229 (0 — zo) + (Byo — 8) (0 — yo) + 820 (4 — 20) =0

—220% — 8yo® + 8yo + 322 — 822 =0
—x0? — 4yo? + 4yo + 1620 — 422 =0

Py es parte de la superficie por lo tanto:

202 +4(yo— 1) +422 —4=0
202 + dyo® — Syo +422 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
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o = —420
—z? — 43/02 + 4yp + 1629 — 425 =0
xo? 4 dyo® — 8yo + 422 =0
(2.51) en (2.52):
—(420)® — 2y0® + dyo + 1629 — 422 =0
—2022 + 1629 — 4y +4yo =0 (2.54)
(2.51) en (2.53):
(—420)2 +4yo? — 8yo + 422 =0
2022 + 4yo? — 8yo = 0 (2.55)

1620 + 4y0 - 8y0 =0

162’0 — 4y0 =0
420 —yo =0
Yo = 420 (2.56)

(2.51) y (2.56) en (2.53):
(—420)” + 4 (420)” — 8 (420) + 422 =0
8422 — 3229 =0
4720 (2129 — 8) = 0

zZ0 = 0 zZ0 = i
Yo =0 Yo = 37
To = O o = 7%
Por lo tanto existen dos puntos que satisfacen las condiciones dadas: P;(0,0,0) y P (—%, %, %)

2.10. Extremos relativos.
Sea f:DCR?*—=R
Los extremos relativos de f se obtienen siguiendo el siguiente procedimiento:

Condiciones necesarias para determinar extremos relativos en (zo, yo):
Se buscan los puntos criticos de f (zo,y0) € D tales que:

fo(o,90) =0 A fy(z0,50) =0

Condiciones suficientes para determinar extremos relativos en (o, yo):
Se calcula la matriz Hessiana de f en (zg,yo), asi:

fars (®osyo)  fil, (z0,%0)
A (z : _ Tz Jzy
(@0:30) = | 4" (2o, o) S (0, 0)

A partir del cual:

a)SiA>0y f2 (x0,y0) > 0= f tiene un minimo relativo en (o, yo)

b)SiA >0y f (x0,y0) < 0= f tiene un maximo relativo en (o, yo)

¢) Si A < 0= f no tiene extremo relativo, (zg,yo) es un punto silla.

d) Si A =0 no se tiene conclusion sobre los extremos relativos, hay que continuar el estudio (Bruzual
y Dominguez, 2016).

Ejercicio 146.
Determinar los extremos relativos para f (z,y) = 2y° — 2%y — 222 — 3y? + 4
Solucion

Dy ={(ay) € (R?}
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Condiciones necesarias:

0,

8—f:72a:y74x=0 = “22(y+2)=0=2=0, y=-2
xr

U 6o g0 s pamr—0 o 67—y
8y76y x*—6y=0 ; paraz=0 = 6y°—6y=0

6y(y—1)=0
y=0,y=1

paray=—2 = —z2+36=0
T =16

Los puntos criticos obtenidos son:
P1(0,0) P»(0,1) P3(6,-2) Pa(—6-2)

Condiciones suficientes:

82502’0) 323f(61’u)
A=l orry 1)
dyox oy?
T
A= ‘ -2z 12y — 6 ‘
Se calcula el hessiano A para P; (0,0):
-4 0
R

Como A >0y % < 0, entonces se tiene un maximo relativo en (0,0, f (0,0))
A para P»(0,1) :

=-36<0

Como A < 0, entonces se tiene un punto silla en (0,1, f(0,1)).
A para P3(6,—2):

0 -12

A:‘ —-12 30

‘:—144<0

Como A < 0, entonces se tiene un punto silla en (6, —2, f(6, —2)).
A para Py(—6,—2):

=-144 <0

AZ’O 12'

12 =30

Como A < 0, entonces se tiene un punto silla en (=6, —2, f(—6, —2)).

En la Figura 2.59 se representa f (z,y) con sus extremos relativos.
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Figura 2.59
Eztremos relativos y puntos silla de f (z,y)

Ejercicio 147.

Hallar los extremos relativos para f (z,y) = 2®> —3z +¢e¥ —y
Solucion

Dy ={(z,y) € R?}

Condiciones necesarias:

g:3x2—3:0 = ==+l
ox

g:ey—lzﬁ = y=0
dy

Los puntos criticos obtenidos son P;(1,0) y Py(—1,0).
Condiciones suficientes:

PfR)  D2f(Po)
— ox oz
A=| 225y 2% ()
Oyox oy?
6z 0

Se calcula el Hessiano A para P;(1,0):

6 0
Af‘o 1‘76>O

Como A >0y % > 0, entonces se tiene un minimo relativo en (1,0, f(1,0)).
A para P»(—1,0):

A=

-6 0
0 1

‘:76<0

Como A < 0, entonces se tiene un punto silla en (1,0, f(1,0)).
En la Figura 2.60 se representa en la grafica de f (x,y).
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Figura 2.60
Extremo relativo y punto silla de f (z,y)

Ejercicio 148.

Hallar los extremos relativos para f (z,y) = siny
Solucion

Dy ={(z,y) € R?}

Condiciones necesarias:

{ﬂzsiny=0 = y=Knr (KeZ)

%zzcosyzo = xz=0 V y:§+K7r

Los puntos criticos obtenidos son: (0, K).
Condiciones suficientes:

Pf(Po)  9*f(Po)
A = zazz ) a?z(ay )
% f(P F (P
Byazo dy? .
0 cosy

. ‘ :0—cos2y
cosy —xsiny

Ahora —1 < cosy < 1, entonces A < 0.
Como A < 0, entonces se obtiene infinitos puntos sillas en (0, K, f(0, K)).
En la Figura 2.61 se presenta la grafica de f (z,y).

Figura 2.61
Puntos silla de f (z,y)

flz,y) =xsiny
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Ejercicio 149.
Suponga que la presion (Pa). a la que esta sometido un gas esta en funcion de la temperatura (°C) y
el volumen ( 1113.)7 dada por la ecuacion:

P(T,V)=T?-2T +V? -6V + 14

A qué temperatura y volumen el gas alcanza su presion minima? ;Cudl es su valor?
Solucion

Se trata de un problema de extremos relativos, por lo tanto:

Condiciones necesarias:

oP
— =2T-2=0=T=1
oT
aP
— =2V—-6=0 = V=3
)%
Punto critico (1, 3).
Condiciones suficientes:
92P(Py) 9T P(Py)
2
A= 63??7(3,) 091?(81%)
avoT V2
2 0
A= 0 2

Se calcula el hessiano para el punto critico (1, 3):

2 0
A= 0 2'_4>0

Como A > 0, Ong(f”)

Por lo tanto el gas alcanza su presiéon minima en 7" =

>0 = se tiene un minimo en (1,3, f(1,3)).
1°C,V = 3 m®. cuyo valor es de 4 Pa.

Ejercicio 150.
Una fabrica produce ”z” cortadoras de aluminio e ”y” cortadoras de acero, cuyo costo (en $) de
producirlos esta dado por:

C(x,y) =2® -6z +y> —4y+75

Determinar cuantas cortadoras de aluminio y cuéntas cortadoras de acero se deben producir para que
el costo de producirlas sea minimo.

Solucion
Se trata de un problema de extremos relativos, asi:
Condiciones necesarias:

{ %:29;—6:0 = z=3
Gy =2—4=0 = y=2

Punto critico (3,2)
Condiciones suficientes:

*C(Py)  9*C(Po)
_ Oz2 Oxdy
A= *C(P)  9*C(Po)
Oyox oy?

Se calcula el hessiano para el punto critico (3,2):

20
3=]2 9|=150

Como el A >0, %jg > 0, entonces se tiene un minimo en (3,2, f(3,2)).
Por lo tanto se debe producir 3 cortadoras de aluminio y 2 cortadoras de acero para que el costo sea

minimo, cuyo valor es de f(3,2) = 62 ddlares.
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2.11. Extremos condicionados.

Para maximizar o minimizar funciones sujetas a una restriccion se tienen dos métodos:
1. Reduccion del nimero de variables de f.
Sea f:DCR?> = R

(@,y) = 2= f(2,9)
Si se tiene la restriccion g(z,y) = 0, se despeja una de las variables y se sustituye en f, reduciéndola

a una sola variable y procediendo luego a maximizar o minimizar por el método que se conoce para
funciones de una sola variable.

Sea f:DCR*—R
(T, y,2) = w=f(2,9,2)

Si se tiene la restriccion g (z,y, z) = 0, se despeja una de las variables y se sustituge en f, reduciéndola a
dos variables y procediendo luego a maximizar o minimizar por el método que se conoce para funciones
de dos variables (Quiroga, 2008).
2. Método de Multiplicadores de Lagrange.
Sea f:DCR*=R

(z,y) = 2= f(z,y) , g(xz,y) =0 (restriccion)
Los puntos criticos candidatos a extremos condicionados, se producen en la funcion de Lagrange
(Alcazar, 2022). La ecuacion esta dada por:

Fz,y,A) = f(z,y)+ A g(z,y) (2.57)
or _ of dg
OF _0f 0 _
oy ~ oy + )\f)y =0
oF
Para f: D CR® - R
(f,y, Z) =W = f (‘T7 Y, Z) ’ g (xvyt Z) =0 (I'estricci()n)
Los puntos criticos se producen en:
F(Ivyvzv)‘) = f (:L‘,y,z) + Ag ($7 y7 Z) (258)
oF _of Jdg
OF _0f 99 _
oy oy oy ="
oF  of dg
oF

Se determinaran si son méximos o minimos a partir de las caracteristicas geométricas o del contenido
del problema (Martin, Garcia y Getino, 2014).

Usualmente se evalua f en los puntos criticos, el mayor valor es el maximo condicionado y el menor
valor el minimo condicionado.

Ejercicio 151.
Hallar los extremos de f (z,y) = 18 — 22 — 42 sujeto a la condicién = +y = 4
Solucion
Utilizando el método de reduccion del ntumero de variables de f:
f(z,y) =18 — 2% —y?  funcién objetivo
gz, y)=x4+y—4=0 restriccion
y=4—z

Condiciones necesarias:

124



fi(z) =18 —2® — (4 —2)?
fila) = —2$—2(4—I)( 1)
fi(z) = -2z +8 -2z
fi(z)=8—4x =0

Punto critico: P(2,2)
Condiciones suficientes:
Utilizando la prueba de segunda derivada para determinar si es maximo o minimo se tiene:

{(z)=—4

1) =4
Como f{'(2) es negativa, entonces en (2, 2) se produce un maximo condicionado dado por (2,2, f(2,2)).
En la Figura 2.62 se muestra las superficies dadas.

Figura 2.62
Mdzimo condicionado de f (x,y)

Ejercicio 152.
Determinar los extremos de f (z,y) = 22 + y? + 2 sujeto a la condiciéon 2% — 2z + 3% =0
Solucion
Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:
fz,y) =22 +y?+2 funcion objetivo
g(z,y) =a® =224y =0 condicion

Fz,y,\) =2 +4* + 2+ A (2° — 22 + ¢°)

oF

OF

ay Y +2M\y =0 (2.60)
oF 2

De (2.60): 2y(1+X) =0
y=0vVA=-1
En (2.59) paraA=-1 ; 1#0
En (2.61) paray=0 ; x2—-2z=0
z(z—2)=0
=0 x=2
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Puntos criticos: (0,0) y (2,0)
£(0,0)=2
f(2,0)=6
Por lo tanto se tiene un minimo condicionado en (0,0,2) y un méaximo condicionado en (2,0, 6)
Representando las superficies en la Figura 2.63:
Figura 2.63
Extremos condicionados de f (z,y)

Ejercicio 153.
Hallar los extremos para la funcién f (z,y,z) = 23 —y — 22 sujeto a la condicion —3z + y + 3z = 1.
Solucion
Método de reduccion del ntimero de variables:
Si y=1+3z—-32
fi(x,2) =a® — (14 3z — 32) — 2°
filz,z) =2 —1—-3z+32—2°

Condiciones necesarias:
I =322 -3=0 = z=x=I
8—;:3—322:0 = z==l1

Se obtiene cuatro puntos criticos: (1,1,1),(1,7,-1),(-1,-5,1) y (-1,1,-1)

Condiciones suficientes:

925"(5(1) 92f(§0)
A= im) i)
020z 022
6z 0
A= ’ 0 —62
El hessiano para (1,1,1):
6 0
Af' 0 6 ’7—36<0

Como A < 0, entonces se tiene un punto silla en (1,1,1, f(1,1,1)).
Hessiano para (1,7, —1):

6 0
A_’() 6’_36>0

Como A >0y % > 0, entonces se tiene un minimo condicionado en (1,7,—1, f(1,7,—1).
Hessiano para (—1,—5,1):

126



':36>0

ComoA >0y W < 0, entonces se tiene un maximo condicionado en (—1, 5,1, f(—1,—5,1)).
Hessiano para (—1,1,—1):

‘*6 0':—36<0

0 6
Como A < 0, se tiene un punto silla en (—1,1, -1, f(—1,1,—1)).

Ejercicio 154.
Determinar los extremos condicionados para la funcion f (x,y,2) = 22 + 2Iny + 2% sujetos a la
restriccion x +y + z = 3.

Solucion
Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:

flz,y,2) =24+ 2Iny + 2°
g(z,y,2)=x+y+2—-3=0

F(z,y,2,\) =22 +2Iny + 22 + Mz +y +2—3)

%—5:2:17—1-)\:0 = r=-3
i = % +A=0 = y=-%2
%—:2z+/\:0 :>z:f%
OF ptyt+2-3=0 = —3-2-23_3=0
M 430+2=0
A+2)(z+1)=0
A=-2 A=-1
Para A=-2, P (1,1,1)
Para A=-1, P, (%,27 %)
Obteniendo dos puntos criticos P, y Ps.
f(l? 17 1) = 2
11 1
—,2,- ) ==+1In4
f(2, ,2) L
Por lo tanto se tiene un minimo condicionado en (%,2, %, % +In 4) y un maximo condicionado en

(1,1,1,2).

Ejercicio 155.
Hallar los extremos condicionados para f (x,y, z) = 22 + %2 + 2 sujetos a la restriccion 2z + 2y +2z = 1

Solucion
f@y2) =2 +y+ 2

g(z,y,2)=204+2y+2—-1=0
F(z,y,2,\) =22+ > + 2+ A2z + 2y + 2 — 1)

9 —2x+20=0 = z=1
‘g—,F=2y+2/\=0 = y=1
%:14—)\:0 = A=-1
g—f:Z:c-i-Qy—i-z—l:O = 24+24+2z-1=0

z=-3
Se tiene un tnico punto critico P(1,1,—3).
Se toma un punto en la vecindad del punto (1,1 — 3), el punto ( %, i, 0) para evaluar f y comparar:

f(17 17 73) =-1

11 1
f <1a 170) - g
Como f(1,1,-3) < f (i, i, 0), entonces se tiene un minimo condicionado en (1,1, -3, —1).
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Ejercicio 156.
Hallar el punto sobre la grafica de y = e® en el que el producto z - y sea lo méas pequeno posible.
Solucion

fz,y) =zy funcién objetivo a minimizar

gz, y) =y—e*=0 restriccion

Utilizando el método de reducion del ntimero de variables de f:
filz)=x €

Condiciones necesarias:

Condiciones suficientes:

Como f{'(—1) > 0, entonces se tiene un minimo condicionado en z = —1 Ay = 1.

Ejercicio 157.

Maria quiere enviarle a una amiga una pintura como regalo. La enrolla y coloca en un tubo cilindrico
de diametro d y lougitud L. Lo va a enviar mediante el servicio postal cuyas regulaciones piden que la
suma de la longitud del tubo més su contorno, es decir la circunferencia del tubo, mida como méximo
108 cm. Determinar las dimensiones del tubo de volumen més grande que puede enviar.

Solucion

Representando el tubo cilindrico en la Figura 2.64:

Figura 2.64
Asignacion de variables

Vd,L)=m (%)2 L funcién objetivo a maximizar (d > 0,L > 0)
108 =L +md  restriccion

Utilizando el método de reduccién del numero de variables de f:
)
Vi(d) = Zd (108 — 7d)
2
Vi(d) = 27nd? — Id3
Condiciones necesarias: ‘

V{(d) = 5dnd — 3x%d* = 0
216wd — 372d? =0
wd(216 — 3wd) =0

d=0 , d= %

Condiciones suficientes:
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V/'(d) = 5471 — ;#d

‘/1” (B) =i §7T2 (2)
T 2 s
2

1% (L) = —103w
T

Como V{’ (“2) < 0, entonces se tiene un maximo condicionado para d = 2 cm. y L = 36 cm.

™

Ejercicio 158.

Se elabora un envase en forma de cilindro circular recto sin tapa con un costo de material de $ 200.
Si el material para el fondo cuesta $50 ¢/m?. y el material para el cuerpo cuesta $25 ¢/m?. Determine
las dimensiones del envase de mayor volumen que puede elaborarse.

Solucion
Representando el envase abierto en la Figura 2.65:

Figura 2.65
Asignacién de variables

V = f(r,h) = 7r?h  funcién a maximizar (r > 0, h > 0)
Ce=Cb Ab+ Cc Ac
200 = 50 (77?) + 25(27rh)

4 =mr? +rh  restriccion

Utilizando el método de reduccion del niimero de variables de f:

_ 4 — 7r?
T oar
4 — 2
fl(v)—mz( i )
T

Condiciones necesarias:

e
r j i?
37
Condiciones suficientes:
f(r) = —6mr

() ()
2

a7 2 - Al i1 — . = =
Como f] (—%> < 0, entonces se produce un maximo condicionado en r = ek h Vil
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Ejercicio 159.

Un oleoducto va a conectar dos puntos A y B que se encuentran a 5 Km. uno del otro en riberas
opuestas de un rio recto de 3 km. de ancho. El oleoducto va a ir bajo el agua de A a un punto C en la
ribera opuesta y luego sobre el suelo de C' a B. El costo por Kilémetro de tuberia bajo el agua es dos
veces el costo sobre tierra. Encontrar la posicion de C' que minimizara la construccion del oleoducto.

Solucion
Esquematizando los datos en la Figura 2.66:

Figura 2.66
Asignacion de variables

En el AABD:
5° =3+ BD’
BD =+/25-9
BD =4 Km.
CB=4—=z

Cr =2AC +CB
Cr=f(z,y) =2y +4—2 funcién objetivo a minimizar
AC? =32 + DC?
y2 =9+ 22
y=+vV9+a2 restriccion
Utilizando el método de reduccion del nimero de variables de f:
filz)=2vV9+22+4—ux

Condiciones necesarias:

, 2z
)= —=—-1=0
=5
2
(22)% = (\/ 9+ $2>
42% = 9+ 22
322 =9
=13
Condiciones suficientes:
2 _ 9.
”(x) _ 2vV9+x 21W
! 9+ x2
18
1"
r)=——
/@) (94 22) V9 + a2
3
A = Y3

4
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Como £ (v/3) > 0, entonces se tiene un minimo condicionado en z = /3 Km. por lo tanto el oleoducto
debe ir bajo el agua 4v/3 km. y por tierra 4 — v/3 km.

Ejercicio 160.
Calcular las dimensiones de la caja rectangular cerrada de volumen méximo que se puede construir
con una plancha de acero de 8 m?2.

Solucion
Representando la caja en la Figura 2.67:

Figura 2.67
Asignacion de variables

V = f(z,y,2) =xyz funcion objetivo a maximizar (z > 0,y > 0,z > 0)
8 =2xz + 2xy + 2yz
d=xz+xy+yz
g(z,y,2) =xz+ay+yz—4=0 restriccion

Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:

F(z,y,2z,\) = zyz + AN(zz + 2y + yz — 4)

oF —yz
- = Az + Ay = A= 2 2.62
P yz+Ar+Ay=0 = prp (2.62)
oF -
—=xz+ X+ Az=0 N . (2.63)
Ay T+ 2z
oF —xy
E—$y+)\x+)\y—0 = /\_q:+y (2.64)
oF
ﬁfxz+xy+yz—470 (2.65)
(2.62) = (2.64) : L ——
r+y x+y
r=z (2.66)
—xz —zy
2.63) = (2.64) : = —
(2.63) = (2.64) Ttz Tty
2(x+y) =yl +2)
xz+yz =xy +yz
2=y (2.67)
= z=y (2.68)

Reemplazando (2.66), (2.67), (2.68) en (2.65):
2442 —4=0
322 —4=0
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Se tiene un punto critico (

procede a evaluar f:

f(l 2 l),i
V3'V3'V3)  3V3
3 3
f(1717§>:§

2 ) > f (1, 1, %), entonces se produce un maximo condicionado, por lo tanto las

Como 2 2 2
f V31 V33
dimensiones de la caja que se puede construir para que el volumen sea méximo es z =y = z = %m.

2.12. Extremos absolutos.

Sea R una region acotada y cerrada del plano xy, y sea f una funcién continua en M. Entonces f
tiene un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en R.
Se procede a determinar los extremos relativos en el interior de la region, en la frontera y los vértices,
de la region (Martin, P., Garcia, A., Getino, J., 2014, P. 306).
Sea f:DCR?—=R
(z,9) = 2 = f(2,y)
Los candidatos a extremos absolutos seran:
1. En el interior del conjunto R donde f, =0A f, =0
2. En la frontera:
2.1 En los lados de la figura: puntos que se obtengan de aplicar los extremos condicionados (una
condicion)
2.2 Los vértices de la figura.
3. Se evalua f en los puntos obtenidos en 1) y 2), al mayor de los valores sera el maximo absoluto y
el menor el minimo absoluto.
“Cuando se van a determinar los extremos absolutos de f no es necesario utilizar la matriz Hessiana

para ver si efectivamente los puntos obtenidos son extremos relativos o extremos relativos condicio-
nados”. (Martin et al., 2014).

Ejercicio 161.
Hallar los extremos absolutos de la funcién f (z,y) = x — 4 en la regién acotada por y = sinz, 0 <
x <.
Solucion
Se representa la region R en la Figura 2.68:
Figura 2.68
Representacion de R
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Hallando los extremos relativos al interior de la region R:

or

o

8; = 3 puntos criticos
— =2y=y=0

dy

Extremos condicionados:
Utilizando el método de reduccion del ntiimero de variables de f:

Para la recta y = 0: fi(z) ==

Para y = sina: fo(z) =z — sin®x
fo(xr) =1—2sinxcosz
fo(z) =1—sin2z =0
sin2zx =1
7r
2% =" 4 K,
_m  km
42
. ™ S V2 T V2
SR =0 w=g w=sing =5 P1<472)
3 3 2 3 2
Si K=1, :1::177, y:sinzwzg, P2<47r,\2[>

Veértices de R:
P5(0,0), Py(m,0)

Evaluando f en los puntos criticos encontrados como se muestra en la Tabla 2.2:

Tabla 2.2
Ezxtremos absolutos
(xy) | flzy)
(0,0 0 Minimo absoluto (0,0,0)
(z ﬁ) T _ 1
) 1732
(34 Q) 3w _ 1
152 1 T2
(m,0) ™ Maéaximo absoluto (m, 0, )

Ejercicio 162.

Hallar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = 22 + y? — 22 — 2y + 3 en la region R =
{(z,y) € (R*/z+y <5,2>0,y>0}.

Solucion

Representando la region R en la Figura 2.69:

Figura 2.69
Representacion de R
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Puntos criticos en el interior de R:

%:2x—2:0é1‘:1

:>P0(171)
g:2y—220:>y:1

Oy
Puntos criticos en la frontera de R:
y=0
filz) =2® -2z +3 = Py(1,0)
filz)=22-2=0=2=1
y=5—=xa
folr)=2?+(B-2)?-20-25-2)+3
fox)=20—-2(5—-xz)—2+2
fo(@) =42 —-10=0
5:> 5 ~p 55
€r = — = — - -
2 7 Y73 \272
T =

Yy = = PG (0’ 1)
Puntos criticos en los vértices de R:
P, (0,0), P3(5,0), P5(0,5)

Evaluando f en los puntos criticos encontrados, como se muestra en la Tabla 2.3:

Tabla 2.3

Extremos absolutos
(z,y) | f(z,y)
(1,1) 1 Minimo absoluto
(0,0) 3
(1,0) 2
(5,0) 18 Maximo absoluto
(é §) 11
212 2
(0,5) 18 Méximo absoluto
(0,1) 2

Representando los maximos y minimos absolutos en la Figura 2.70:
Figura 2.70

Mdzimos y minimos absolutos de f (z,y) en R
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Ejercicio 163.

La intensidad (en amperios) distribuido por una placa que tiene la forma x2? + y? = 25 est4 data por:
I(x,y) = 2+2%—2xy+y> Un breaker esta situado sobre la placa y se activa a intensidades superiones
a 10 amperios ;Se disparara el breaker?

Solucion

Se representa la region R en la Figura 2.71:

Figura 2.71
Representacion de R

Puntos criticos en el interior de R:

ol

— =2r—-2y=>x=y

Oz . s
ol Infinitos puntos criticos
—=2y—2z=>zc=y

dy

Puntos criticos en la frontera de R:
Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:

F(x,y,)\):2+r2—2xy+y2+)\(x2+y2—25)

oF

Op =22+ 22 =0 (2.69)
F

g—y =-20+4+2y+2\y=0 (2.70)
F

%:$2+y2725:0 (2.71)

(2.69) menos (2.70) :  2Xz — 2\y = 0 = = = y. reemplazando en (2.71):

22 4+2%2-25=0

222 =25
2
)

5
r=+—
V2

2
Ahoray2:25—m2:25—<5) :%éy::t‘r’
5

V2
R P R P S ARy
P5(5,0), Ps(0,5), P7(—5,0), Ps(0,—5)

g

Puntos criticos en los vértices de R:

Evaluando los puntos criticos en f, como se muestra en la Tabla 2.4:
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Tabla 2.4
Ezxtremos absolutos

(z,y) I(x,y)
T=y 2 Minimo absoluto
(%, \/55) 2 Minimo absoluto
5 5 10
Ve TvE) | 2T
5 5 10
v vi) |2t
(—%, —%) 2 Minimo absoluto
(5,0) 27 Maximo absoluto
(0,5) 27 Maximo absoluto
(—5,0) 27 Maximo absoluto
(0,-5) 27 Maximo absoluto

Por lo tanto se disparara el breaker.
Ejercicio 164.
La presion distribuida sobre una placa que tiene la forma de la region R esta dada por P (z,y) =
sinz + cosy. Determinar los puntos sobre la placa que estén a la mayor y menor presion.
R= {(:v,y) ERfy=a,y=—z,0= 271'}

Solucion
Representando la region R en la Figura 2.72:

Figura 2.72

Representacion de R
Ty

Puntos criticos en el interior de R:

K=0=>z=7
orP _ o= R .
9r =cosr=0=x=7F+ Km; K:1;>1‘:§7r
%:—siny:Oéy:Kw; K=0=y=

K=1=>y=n7

T 3 3
P1 (570) ,PQ (571',0> ,Pg (571',71')
Puntos criticos en la frontera de R:

P (x,y) =sinz + cosy
Siy=x:

Py(z) =sinz + cosz
P/(z) =cosz —sinz =0

tgx =1

136



_r 5
T= 47
T T 5 5
P(37) B (z’“z”)
Si x=27:
Py(y) = cosy
Py(y) = —siny =0
y=Km
y=0,y=m y=2r
P6(27T7 0)» P7(271',7T), P8(27T727r)
Si y=—x:

Ps(z) =sinz + cosx

Pi(z) = cosz —sinz =0

tgr =1
e=2 >
= — = —TT
4’ 4

Puntos criticos en los vértices de R:
P11 (0,0) 5 F)12(27T7 —27‘(’)
Evaluando los puntos criticos en f, como se muestra en la Tabla 2.5:

Tabla 2.5
FExtremos absolutos

(z,y) | P(x,y)
( 5 O) 2 Maximo absoluto
%n, 0 0
%W’ T ) Minimo absoluto
(=33 V2
(-=F.5) | -v2
(27, 0) 1
(2m, ) -1
(27, 2m) 1
i) |
CF =) | -2
(0,0) 1
(2m, —2m) 1

Por lo tanto el punto que estd a mayor presion es (g, 0) y el que esta a menor presion es (%ﬂ', 7r).

Ejercicio 165. .
Una manada de ganzos van a ser puestos sobre una laguna que tiene la forma de la curva C: f (¢) =

(cost,1+sint), donde la temperatura del agua esta descrita por T(x,y) = 2 — 2y +y? 4 20. Sabiendo
que el rango de temperatura ideal para la supervivencia de estos animales va de 17 a 20°C'. Se pregunta:

jes éste el lugar adecuado para ellos?
Solucion
Expresando la curva C' en forma vectorial:

F(t) = (cost, 1 +sint)

xr = cost
y=1+4sint
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Eliminando ¢ :

C: 224+ @y-1)2%=1
Representando la region R en la Figura 2.73:

Figura 2.73
Representacion de R
3TY
1
xr
2 1 0 1 2
-1

Puntos criticos en el interior de R:

g

{ T —9p=0=a=0
Sy =2y —2=0=y=1

P, 1(07 1)
Puntos criticos en la frontera de R:
Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:

F($7ya>\):$2*2y+y2+20+)\(1‘2+y272y)

oF

=222 =0 (2.72)
OF  9payvany-22=0 (2.73)
dy

OF 22— 9y—0 (2.74)
o = ey = '

De (2.72): 2z(1+A) =0 =z=0, A=
A=—-len (2.73): —2+2y—2y+2=0=0=0
A=0en (2.74): 32 -2y=0
yly—2)=0
y=0 V y=2
z=0 =0
P2 (07 0) ) P3(072)
Otros puntos considerados criticos en la frontera de R:
P4(17 1) ’ P5(717 1)
Evaluando f en los puntos criticos obtenidos, como se muestra en la Tabla 2.6:

Tabla 2.6
Extremos absolutos
@y) [Ty
(0,1) 19 Minimo absoluto
(07 0) 20 Maximo absoluto
(0,2) 20 Méaximo absoluto
(1,1) 20 Maximo absoluto
(—1,1) 20 Maximo absoluto

Por lo tanto es el lugar adecuado para los gansos.
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Capitulo 3

Integrales multiples

3.1. Integrales dobles en coordenadas cartesianas

El célculo de integrales dobles se lo hara por medio de integrales iteradas.
Se considera tres casos:

Sea f: D C R? — R continua en la regién cerrada D, donde:
a)D:{(:my)e[Rz/aS:cgb A cgygd}

Entonces la integral de f sobre D es:

[[ 1@ dA:_/ab {/:f(w)dy} dz = /Cd [/bf(w,y)d:c] dy
) . Je |/,

b) D={(z,y) €R*/a <z <b A h(z) <y < g(x)} donde g y h son continuas en [a; b]

o ane [ e a]
/f [, e

) D ={(z,y) € [Rz/c<y<d A h(y) <z <g(y)} donde g y h son continuas en [c; d]

[ 16 1= [ s a

(3.3)

Geométricamente, la integral doble representa el volumen del solido limitado por un prisma cuya base

es D y cuya tapa es la parte de la superficie z = f (z,y), si cumple que f (z,y) = 0V (z,y

(Alcazar, 2022).

) €D

En el caso a) se pueden intercambiar los limites de integracion sin mayor andlisis, no asi los casos b)
y ¢) en donde es necesario conocer la region D para realizar cambios en los limites de integracion.

Ejercicio 166.
Calcular la siguiente integral doble:

3%
/ / |2 — y| sin 2z dzdy
o Jo
Solucion

El integrando para x no es complicado de resolver, por lo que:

1
/ / |2 — y|sin 2z dzdy = — 7/ |2 — y| cos 2z
/ / |2 — y| sin 2z dedy = 77/ 12—yl cosQ( ) - COSQ(O)} dy
/ / |2 — y| sin 2z drdysz/ 12 —y|(0—1)dy
o Jo 2.Jo
3 0% 13
/ / |2 — y|sin 2z dzdy = 7/ |2 — y|dy
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Ahora hay que eliminar el valor absoluto, para lo cual se aplica el concepto de valor absoluto, asi:

|27y|: 2-y;2-y >0 (y§2)
y—22-y<0 (y>2)

3 1 2 1 3
/‘D*ywy=*/‘@*yﬂy+7/‘@*2ﬂy
0 2 0 2 2

"3 2\ |2 2
1 Y 1 /y
2—yldy= = (29— % “(Z -2
A 2 — yldy 2(y 2)0+-2(2 y)

"3 1
/ [2-yldy=1+7
0

4
3
5
2 =°
AI yldy = 7

3 T _ 5
|2 — y|sin 2z dady = —
o Jo 4

4 2
/ / e¥ dydx
0 Jg
Solucion

El integrando para y es muy dificil de integrar, entonces sera necesario cambiar los limites de integra-
cién para integrar primero para z, para lo cudl representamos graficamente la region de integracion
D:
Los limites de integracion son:

0<zx<4

Por lo que:

Por lo tanto:

Ejercicio 167.
Calcular la integral doble:

D: 2 . . T
5 <y<2 de esta inecuacion se toma y = 3 para graficarla, como se muestra
en la Figura 3.1
Figura 3.1

Region de integracion D

Los nuevos limites de integracion seran:

) 0<y<2
D'{ 2y <z <4

4 2 2 4,
/ / eV dydx = / / eV dxdy
0o Jz 0o Jay
4 02 2, 2y
/ / e¥ dydr = / eV x| dy
0 Jg 0 0
4 2 2
/ / eV dydx = / eV (2y — 0)dy
0o Jz 0
4 2 2 )
/ / e¥ dydx :/ 2ye? dy
0o Jz 0
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Entonces:




Por el método de sustitucion:
u=19y> du= 2y dy

/deyzdy = / e'du

/ 2yey2dy =e"

Volviendo a la variable original:

/ 2yey2dy — e

a2 )12
/ / eV dydr = e

0o Jz 0

4 2
/ / e¥ dydz = e* — €°
Jo Jg

a2
/ / eV dydr =e* — 1

0 J3

//\/m dA

D- 0<zx<1
T -l<y< Ve

Por lo tanto:

Ejercicio 168.
Resolver la siguiente integral doble:

Solucion
Se debe representar la region D con el fin de tomar los limites de integracion adecuados en funcion
del grado de complejidad del intregando. Para la integral dada, la integral para x es mas simple.

De la inecuacion —1 < y < —,/x se toma la ecuacion y = —,/x para graficarla, como se muestra en la
Figura 3.2:
2 2
)" = (V)
x =y>
Figura 3.2
Region de integracion D
Yy
I
05 0 0.5 i
G
05 r=y" |
I
i
1
=1
y==1

Los nuevos limites de integracion seran:
-1<
D: { -
Entonces:

0 py?
//vy3+2dydm=/ / Vi + 2 dedy
—1Jo

D
0 2
//\/y3+2dyd:)::/ Vi +2 I‘Z dy
J-1
D

. 0

//\/y3+2dydx:/ VB +2 yidy
—1

D
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Ahora la f?l y2\/m dy se lo puede integrar por sustitucion en una nueva variable, asi:
u=1y>+2
du = 3y3dy
Por lo que la integral indefinida se resuelve como:

- 1
/yQ\/ySJrQ dyzg/u% du

. 1 3
/y2\/y3+2 al,y:g %
2
/yzs/y3+2 dyzgu%
2, . 3
/yQ\/ySJrQ rlg/:§(1;54r2)3

/yQ\/y3+2 dy:%(y3+2) Y3 +2

Finalmente: o
[[viFzayar=3 2 +2) vir+2
f) -1
// VB 42 dy de = % [(2)V2 - (=14 2)V1]
D
// VB +2dy de = % (2v2-1)
D

Ejercicio 169.
Calcular la siguiente integral doble:

1
//J:2+1dA
D

—1<z<1
D: 5
el <y< 2-2
Solucion

Representando la region D, se tiene dos ecuaciones: y = ||, y = 2 — 22, cuya representacién gréfica
esta en la Figura 3.3:

Figura 3.3

Region de integracion D

6 métrica T ; ; ) = L ; .
La region D es simétrica respecto al eje y, el integrando f (z,y) = — 7 tiene el mismo valor en las

dos regiones divididas, por lo que la integral se puede calcular sobre la region que esta a la derecha
del eje y, multiplicando luego por dos.
Los limites para la region que esté a la derecha del eje y:

0<x<1
Dl'{ r<y<2-a?
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2—z?
//:1:2+1dA72// — 5 dydz
2—z2
[ ol
2 +1 o 1+
1 to_z2 ¢
A=2 _—
//a:2+1d /0 11z
D

1 Va2 gz —2

— —dA=-2| ———_ "¢
//:p2+1 /0 2 +1 v
D

Hallando la integral indefinida de:
/ 2?2 4+x—2
T 241 dx
241

Expresando la fraccion impropia como la suma de su polinomio y una fraccion propia:

.2 _ _
-+ 2:1+x 3
2 +1 2 +1
Luego: _2
JEE==L P A
2 +1 2+1
1+z—2 3
d dx — d
/ 2241 /x+/ 2241 /a:2+1 v
/I:;il r=x+ = ln(x2+1)73arctga:

Por lo tanto: 1

= 2{ %ln(x2+1)73arctg$}

0

1 1 1
//mdAf—Q{(1+§ln2—Barctgl)—(ilnl)]
D

1 1 m

——— dA=-2|14+-In2-3-—
//x2+1d <+2n 34)
D

1 3
A=—-m—1In2-2
//m2+1d 2"
D
Ejercicio 170.

Resolver la siguiente integral doble: a4
R |
/ / dy dzx
0 Jjz—2| 2y

|=*—4] 1 1 1 |2* 4|
/ / — dy dr = 7/ Iny
|z—2| 2y 2 Jo

dx
//‘“‘"1 2o =2 [ ale? —a) ~mlo -2
Xr = — n|\xr- — —n\r— X
lo—2|  2Y d 2 Jo

Solucion

|z—2]

‘174| 1 1 1 .’L’2—4
—dydxzf/ In dzx
//‘r 2| 2:[/ 2 0 T —
|=*=4] 1 11 [(@-2)(x+2)
—dydaczf/ In 7‘@:
/ /"I‘ 2| 2y 2 0 x—2

‘zf4| 1 1
// —dydxzf/ In |z + 2| dz

lo—2|  2Y Jo
[ =t [
— dy dx = = n(z z

le—2| 2y 2 /o



Resolviendo la integral indefinida:

/ln(x +2)dx

n(z + 2); /dvf/da:

Integrando por partes:

du:x+2
In (x+2)dx:a:ln(x+2)—/xfr2dx
2-2
In (x+2)dzlen(x+2)—/%dm
2 2
ln(a:+2)dx:xln(:c+2)f/(iiQforQ) dzx

In (x+2)dm:xln(x+2)—/(1—f)dx

\\\\\

Por lo tanto:
1

[zln(z +2) — x + 2In(z + 2)]

\
1\4
E

B "
L
:@"—‘
Ry
<
u

)

Il

N | =

0

[(In3—1+2In3) — (21In2)]

‘a: 74‘ 1
/ / — dy dz = (3111372111271)
\

z—2| 2y

/ /\I - 1 (27) 1
de=—-In{— | —=

\
K\
H
5 "
=
&=
Q
<
Q.
5]
Il
N

3.2. Integrales dobles en coordenadas polares
En algunas ocasiones es bastante complicado la descripcion de la region D en coordenadas cartesianas,
pero puede describirse facilmente en coordenadas polares.
Para resolver las integrales dobles en coordenadas polares se tomara como plano polar el plano hori-
zontal zy, cuyas ecuaciones que relacionan las coordenadas polares con las rectangulares estan dadas
por:

x=rcosf r?=2z%+y?

y=rsinf tgd=1%

El calculo de integrales dobles en coordenadas polares se lo hace por medio de integrales iteradas
(Stewart, 2012). Se tienen dos casos:

Sea f: D C R? — R continua sobre D.

a) D={(r,0)/a <0< BANa<r<b}

J[sooran=[ { [ 1o dr] w-[ { [ o dr} w0 6.4
D

b)D = {(r,0)/a <0 < BAei1(0) <7 < ()}

/ 1(r,0) dA:/j rQ(e)f(r,e) dr} o (3.5)
D

©1(0)

Se recomienda usar coordenadas polares para resolver las integrales dobles cuando la region D tenga
formas circulares o afines.
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Ejercicio 171.
Calcular la siguiente integral doble en coordenadas polares:

1
[[ s s
D =ty
D:{ 0<z<2

—V2r—-22<y<0

Solucion
Hay que representar la region D, para lo cual se parte de la ecuacion:

S v
0 = (—v2r—a2)’
y2 =2 —2?
22 —2x+1+y?>=1 completado el cuadrado perfecto
(x—1)2432 =1 cuya grafica esta en la Figura 3.4

Figura 3.4
Region de integracion D

Pasando a coordenadas polares:
22492 -2 =0
r? —2rcosf =0
r(r—2cosf) =0
r=20, r=2cosf
Por lo tanto: 0 < r < 2cos#f.
La curva que rodea a D esta entre los puntos (0,0) y (2,0). Hay que determinar qué angulos les

corresponde a estos puntos. Para el punto (0,0) :
En este punto » = 0, entonces:

r=2cosf
0=2cosf
cosf =0
™
0=——
2
Para el punto (2,0), se utiliza la ecuacion tgf = £ :
0
tgl = —
8773
tgf =0
0=0

Por lo tanto: —% <

r<0<0
El integrando f (z,y) = L

0
Y) T pasando a coordenadas polares. seria f(r,6) = %
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Por lo que:

0 2 cos 6
//#:/ / 1~7“d7"d49
D Va2 +y? -3 70 r

2cos 6

do

0

1 0
[ =1
D 2
2cos 6 db

/ey

= 2sinf

/] v
[[ =2 (mo-n (5)

4
2

200+ 1)

é/ﬁ‘?

Ejercicio 172.
Resuelva la siguiente integral doble en coordenadas polares:

I 7 4
D vty
1
——<z<0
D : V2
—z<y<V1-a?

Solucion
Para representar la region D, graficamos las ecuaciones y = —x A y =1 — a2,

w?=(Vi-a)
yP=1— g2
z? + y2 =1
Lo cual se muestra en la Figura 3.5:

Figura 3.5
Region de integracion D
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Para hallar los limites de integracion:

224y =1
r?=1
r=1

Por lo tanto:
0<r<i1

La region D esta entre los puntos (0,1) y (7%7
Para el punto (0,1):

S

), por lo que los angulos seran:

_y_1_
tgé‘—L —O—oo
T
0=—
2
Para el punto (—\}5,%) :

_ 1
tg9:g Iﬁ:—l
R
9:§7r

4

Por lo tanto: g <0< %ﬂ‘
El integrando expresado en coordenadas polares:

1 1
N TR T Wrepay:
5,0) = —
" _\/i’r

Por lo que:

Sr 1
| = )y
s 2(172 + 2y2 jud 0 \/§ r

3
1 7
[[E——
222 + 292 2 )=
D
X
R
2x2 + 212 2 Jz
D

[E—

222 + 292 2

D

[t =l
2x2 + 22 2 \4 2

D

==
——— dA =

/s 222 + 292 42

Ejercicio 173.
Calcular la siguiente integral doble en coordenadas polares:

VaZ+ 2
// VIS
Vzi+yi+o
D= {(z,y) € R*/r =1+cosb}
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Solucion

Representando gréaficamente la region D en la Figura 3.6 a partir de los datos de la Tabla 3.1:

Tabla 3.1
r en funcion de 0
3 5 3 7
610 T 5 am T qm 5T IT 2m
2 142 1 1-2 0 1-¥ 1 142 2
Figura 3.6
Region de integracion D

Por lo que los limitcs de integraciéon son:

Entonces:

x2+y
24+ y2 +

// Va2
Vai+yi+a
// x2+1/
242+
// 2 J
3:2+y +x

0<0<2m
0<r<1+cosb

27 1+4cos 6 r
A:/ / —— rdrdf
Jo Jo r 4 rcosf

27 pl4cos6 1
A = / / v drdo
o Jo 14 cosf

1+4cos @
1 r?

1+cosf 2

2
aa- |
0

2

dAzl/

2 Jo

0

™ (1+cos)?
1+ cosf

2 1 2m
// Vet by dAzf/ (1 + cos6) db
22 +yita 2 Jo
2 1 2
// VAR a - Y i)
24yt 2 0
1
// VI a - L ar—0)— 0— o)
?+y’+u 2
VaZ 2
// a + v’ dA=r
24+ y2 +
Ejercicio 174.
Resolver la siguiente integral doble en coordenadas polares:
0 p—1-+/—1-22 |z
yl
/_1 /z 22+ y? dy de
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do




Solucion
Representando la region D (Figura 3.7):

Partiendo de las ecuaciones:

2+ (y+1)° =

Figura 3.7

Region de integracion D
T

i

Se determina los limites de integracion como:

y=x
y =tgh=1
5
aziﬂ-
Para el punto (0, —2) :
Y
teg =2 = 2=
& T 0 o
0=—-m
Por lo que:
5 3
‘<<
47r79727r

Pasando la ecuacién 22 + (y + 1)2 = 1 a coordenadas polares:

22492 4+2y=0

r? 4+ 2rsinf =0
r(r+2sinf) =0
r=0 V r=-—2sinf
Por lo que:
0<r<-—2sinf
El integrando en coordenadas polares:
g — TR
’ $2 +y2 $2 +y2 $2 +y2
r2cosf sinf

f(r,0) = — = sin@ cosf
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Entonces la integral doble operada en cordenades polares quedaria como:

0 —1-v1—x2
|l
/ / 1-v1—2z2

0 p—1—+1-22
Il

0 p—1-vI=a?
L.l

zy|

22 4 y?

eyl

22 4 y?

1;2 +y2
|

x2 +y2

zy|

Yl

Resolviendo la integral indefinida por sustitucion:

Regresando a la integral original se tendria:

0 p—1—v1I—a?
/_1/z

0 p—1—v1I—2?
I

0 p—1—VI—2z?

0 —1—v1—22
L

0 p—1-v1-22
L.

Calcular la siguiente integral doble en coordenadas polares:

/ / fvy dzx dy
41/ y?

Para representar la region D (Figura 3.8), se parte de los limites de integracion:

Ejercicio 175.

Solucion

Se toman las ecuaciones:

T

22

22
22+ y? —dy+4
2?4+ (y—2)°

([
|

[l
NSNS

D :

x? +y?

x? + y?

x? +y?

x? +y?

x2+y2

{

Y

u = sin 6

/sm 0 cosf d9*

/sm 0 cosf df =

lzy

|y

|zl

|lzy|

lzy|

-y

2

3

dydz:/‘
dydx:/
57

o
3

4

5
dyda::2/

(S

72
sinf cosf —

T (—2sin6)?

siné cos@

3

/sin3 0 cosf db

du = cos 6 df

/sin30 cosf df = /u3du

dy dx =

dy dx =

dy dx =

dy dx =

dy dx =
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0l W N

sin* 0

»M)—l »M

0<y<2

Vdy—y? <z < —24+/4—y2

Vidy —y? ,
V=)

(x+2)?

(x+2)?
(z+2)?%+y°

—2sin6
dy dx—/ / sin@ cos@ r dr df
sx Jo

—2sin6
do

0

do
2

sin® 0 cos® db



Figura 3.8
Region de integracion D

5

2+ (y—2)% =4

1 2 3
21
(2+2)24y% =4 \
-3 ‘
Pasando a coordenadas polares las ecuaciones de las circunferencias con centros desplazados:

224+ (y—2)2=4 (x+2)2+y>=4

22 +y? —4y=0 224+ =0

r2 —4rsinf =0 r2 4 4rcosf =0

r(r—4sinf) =0 r(r+4cosf) =0

r=0V r=4sinf r=0V r=—4cosf

Se halla el angulo de interseccion de las cincunferencias:
4sinf = —4 cosf

sin 0 .
cos 6
tgh =—1
0= %ﬂ
Es necesario también determinar en qué angulos inicia y termina la region D, asi se tiene:
r = —rcosf r =4sinf
r =0 r =0
—r(cos® =0 4sinf =0
cosf§ =0 sinfd =0
0 =35 0 =
Por lo que es necesario dividir la region en dos subregiones, D; y Dy como se observa en la Figura
3.9: Figura 3.9
Regiones de integracion Dy y Doy
257y
r=—4cosf 5

-3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1
0.5
3
2l e=23q
1 4
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El integrando pasando a coordenadas polares:

f(zy)=ay

f(r,8) = R%cos §sin 6
Los limites para Dy y Ds son:

IN

5

IN
o~

3
Zr<o<
D1; D22 471-7 =7

T
<r< —4cosb 0<r<4sinf

=L

Por lo tanto:

24 41/ y2 %

/ / zy dr dy = /
0 4y y2

—2+4/dy—y? g

/ / zy dz dy /
41/ y?

4 cos 0 T 4 sin 6
r2cosf sin@rdrd9+/ / r2 cos@ sind r dr df

4 cosf T 4 sin 6
/ cosf sinf r® dr df + / / cosf sinf r® dr db
37 JO

3 —4 cos

—24++/4y—y? G 4 sin 6
/ / xy dx dy d9+/ / cos sm@—
4y y? ™
3.

—2++/4y—y? b
/ / zy dx dy:64/ cos® # siné d€+64/ sin® @ cos df
Viay—y? k1

4sin 0
de

—4 cos 0 4
T
cosf sinf T

,e.

3

a7

Resolviendo las integrales indefinidas:

fcos5 0 sinf df fsin5 0 cosf db

u=-cosf du= —sinf df u =sinf du = cos 6 df
Jcos® 0 sind df = ffu"du fsin 0 cosf df = fw5dw
Jcos® 6 51n9d9—f? fsm 0 cosf d€——
Jcos® 0 sing df = % fsm 0 cosf dG—M

Por lo tanto:

—24+/1y—y? 6g|im N
/ / zy dr dy = 64 ( COZ + SH% >
Viy—y? z 3n
24/Iy=y? 32 3\ 7\ 6
ry dr dy = — f(cosfﬂ) + (cos =
// Vay—y2 3 |:|: 4 ( 2)
—24y/ay—y? 39 NAYE AN
// zydedy=— |- |— | — | =
3 2 2
dy—y?
/ / zy dx dy = (
4u y?
2+ 41/ y? 8
// zy dr dy = —=
Viy—y? 3

3.3. Aplicaciones de las integrales dobles

+

(sinm)® — <sin %r) T ]

«|

a) Calculo del area de una region A en el plano
= / dA  (m?) (3.6)
D
b) Calculo del volumen de una regién acotada por dos superficies.
= / f(zy) dA 1n3.) (3.7)
D
Si f(z,y) >0 V(z,y) € D.
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¢) Masa de una placa delgada plana

M = //5(9:,y) dA  (kg). (3.8)
D

Donde § (x,y) es la densidad superficial en kg/m?.
d) Centro de masa de una placa delgada plana

_ My
T= 47 (m). (3.9)
- My
=57 (m). (3.10)
donde Mzx: momento estatico respecto al eje x.
My: momento estatico respecto al eje y.
Mo = [[ 1) - (g =) (3.11)
D
M, = // 0 (z,y) dA( kg —m). (3.12)
D
e) Momentos de inercia de una placa delgada plana
I, = // Y25 (z,y) dA (kg — r112) . (3.13)
D
Iy = // 225 (z,y) dA (kg - m?). (3.14)
D
I()://(y2+:r2)5(x,y) dA=TIz+1, (kg—m?). (3.15)
D
f) Radios de giro de una placa delgada plana
I,
r2 = i (m). (3.16)
I
7'5 = ﬁ (m). (3.17)

Las ecuaciones anteriores que estan expresadas en coordenadas rectangulares pueden facilmente ser
expresadas en coordenadas polares, es la forma de la region D que decidira que sistema de coordenadas
se usara para resolver la integral doble (Edwards y Larson, 2017).

Ejercicio 176.

Calcular el rea limitada por la curva /(22 + y2)* = 2zy.
Solucion
Utilizando la integral doble para el célculo de areas se tiene:

Aé/dA

Por lo que es necesario identificar la region D, limitada por la curva /(22 + y2)3 = 2zy. Pasando la
ecuacion a coordenadas polares:

(22 +y2)° = 22y
(r2)* =2 r?cosf sinf
r3 = 2r2cosf sinf
3 —r?sin20 =0
r2(r —sin26) =0

r=0 v r=sin20
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Tabla 3.2
r en funcion de 0

O%g%ﬂﬂgﬂWEﬂ'Qﬂ
rf0 1 0 -1 0 1 0 -1 0

poled

La grafica se muestra en la Figura 3.10, tomando como datos los de la Tabla 3.2:

Figura 3.10
Region de integracion D

Se obtiene una rosa de 4 pétalos, es suficiente calcular el drea de un pétalo y luego multiplicar por

cuatro.
Los limites de integraciéon serian:

Por lo tanto:

A:2/2 (1700349) a8
0 2
A= (9—%sin40>

A= —m*.

™
2

0

Ejercicio 177.
Calcular el area de la region D mediante integrales dobles:
D : { v= |I2 - 2|
. y=x
Solucion
Utilizando la integral doble para el calculo de areas:

A_é/ dA
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Representando graficamente las ecuaciones que limitan la region D (Figura 3.11):
Y= |£L‘2—2| Ny==za

o 22 -2, 22-2>0

v= 2—a2% 22-2<0

Figura 3.11
Region de integracion D

Hallando los puntos de interseccion:

y=2—-2*ANy==z ; y=2>-2Ny=2
2-2?=z 2?2 —2=uz
2+r-2=0 2?2 —2-2=0
(z+2)(xz—1)=0 (x—=2)(z+1)=0
r=1y=1 I:2,y:2

Por lo que es necesario dividir en dos regiones, cuyos limites seran:

1<z< V2 2<x <2
Dll{ _:L_f DQI{ \/7_1._

2-2?<y<uz 2?—2<y<uz

Entonces:

A:// dA+// dA
DY Dy
V2 x 2 x
A:/ / dyd:er/ / dy dx
1 2—22 V2 Jx2-2
d$+/ y
V2

22

dx

2—z2

V2

A=<12\/§+2\3/§>(;2+;)+(2§+4>(12\[+2\[>
1
6
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Ejercicio 178.
Calcular la masa de una placa plana que tiene la forma de la region D, limitada por las ecuaciones

siguientes: 5
D:{ Y "2
y=xz—6

Sabiendo que la densidad superficial varia como la distancia de un punto de la placa al eje y.
Solucion
Representando las ecuaciones que limitan la region A, se tiene (Figura 3.12):

Figura 3.12

Region de integracion D

Como se trata de una placa plana, se utiliza la integral doble para el célculo de su masa.

]\/[:é/é(m,y) dA

De acuerdo con los datos, § (z,y) = @ ( kg/m?).
Hallando los limites de integracion: 5
y=——, y=x-6

T
Igualando para determinar los puntos de interseccion:
5
——=x-6
x
—5 =22 — 62
2> —62+5=0

(z=5)(x—1)=0
r=5 VvV xz=1
y=-1 y=-5

]V]:// T
1 x—6
]V]:/ Ty dx
1 x—6
5 5
]V]z/ x(—f—x+6>dz
1 T

5
IW:/ (7571‘2+6x)dm
1

Por lo tanto:
dy dx
5

5

CL’3
M = =5z — - + 32
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Ejercicio 179.
Calcular la masa de una plana plana homogénea que tiene la forma de la region D:
2242 +22>0
D:{ 22 +y?+4x <0
z =yl
Solucion
Graficando las ecuaciones que forman la region D (Figura 3.13):

P24y 42e=0 ; 22+yi+42=0 ; x=|y|
2, .2 _ ) 2, .2 _ ) _ y;y =0
(z+1)°+y"=1 ; (z4+2)°+y" =4 ; a:—{ >0
Figura 3.13

Region de integracion D

Puesto que la region D esta limitada por formas circulares, se utilizaran coordenadas polares.
Los limites de integracion se los obtiene de:

y=-—x ; y=ux
y =tgh =-1 y =tgh=1
[4 %7[’ 9:g7r
Entonces: 3 5
471'797 47r

Ahora:

22 +y2+22=0 ; 22 +1y2 +42=0

r2 4+ 2rcosf =0 ; r2 +4rcosf =0

r(r+2cosf) =0 ; r(r+4cosf) =0
Entonces: r=0V r=—2cosf ; r=0V r=—4cosf

—2cos <r < —4cosf
Calculando la masa mediante integrales dobles:

M:é/&(x,y) A

Como es una placa homogénea, entonces:  (z,y) = K ( kg/m?).

%‘rr —4cos 6
M= / K rdrdf

%7\' 2cos 6

P —4 cos 6

ER &
M=K — do

%ﬂ' 2 —2cos 6

5

K [ 2 2

M = 5 (16cos 0 — 4 cos 0) do

3
I
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S5
M =6K cos2 6 df

oo
INEIY

M = 6K (ﬁ) o
5
4

3
T

M = 3K (0+%sin29)‘

3
1

wese[()- (-2

M = %K(ﬂ+2) kg.

Ejercicio 180.
Hallar el centro de gravedad de una placa plana homogénea que tiene la forma de la region D:

$2+y2:4
D: y = —lz|
y<0

Solucion

Graficando las ecuaciones que limitan la region D (Figura 3.14):
Figura 3.14
Region de integracion D

Yy

.

r”+ ;;2 =4

Puesto que la region D esta limitada por una forma circular, se utilizaran coordenadas polares para
resolver el ejercicio
El centro de gravedad tiene como ecuaciones:

_ M, _
r=—t ; y=—=

M M

Donde Mx, My son los momentos estaticos M en la masa.

M= [[ oy aa
D

]V[yé/x 0 (z,y) dA

M:é/é(z,y) dA

Determinando los limites de integracion a partir de:

=

y=ua ;
y =tgl =
0 =

™ )

o =



Entonces:

Por lo que:

Calculando la masa:

M = Kr kg.

Calculando el momento estatico respecto al eje x :

]Wm://y(ﬂx,y) dA
i
M;I;_K// r2sin6 df dr

2 ™
M, = — K/ r? cosf
0

dr
]\/[:L"*—K/ ( 2)(1

Mz=V2K. - —

Sl

o

0
Mz = —2\/5[( kg — m.

Calculando el momento estatico respecto al eje y:

]My://xé(x,y) dA
D

2 Tr
My:K/ /4 r2cos@ df dr
0 §7r

™

]VIy—K/ r %1119‘ dr

]\/[y—K/ (‘[ {)

My=0 kg—m.

~N

.s\u-
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Por lo tanto:

/__.My_
x_ﬁ_
__]\4;v_
y_ﬁ_

%:0111.
“5V2K _ 8V2
Kr 3w

co o - —8v2
9. 10, 3
Ejercicio 181.

Hallar el centro de gravedad de una placa plana que tiene la forma de la region D limitada por la
curva z2 + 3% = (x2 +y2+ y)2, sabiendo que la densidad superficial varia en forma inversamente
proporcional a la distancia de un punto de la placa al origen.
Solucion
No es sencillo manejar la ecuacion que limita a la region D en coordenades cartesianas, por lo que se
usaran coordenadas polares, asi se tiene:
2
22 +y? = (2% +y> +y)
r? = (7‘2 + rsin 9)2
72 = r2(r + sin §)?
22200 e )2 —
re —r(r+sinf)* =0

r? [1— (r+sin 9)2} =0

r=0 Y 1—(r+sing)2=0

V1= /(r +sinf)?
1=r-+sinf
r=1-—sinf

Tabla 3.3

r en funcion de 0

010 T 5 %W T %71' %71' %71' 27

rl1 12 0 1- 1 142 2 142

Cuya grafica se muestra en la Figura 3.15 en base a los datos de la Tabla 3.3:

Figura 3.15
Region de integracion D

Los limites de integracion son:
0<0<2r A 0<r<1-—sinf

\/ﬁ kg/m? = 6(r,0) = L kg/m?.

]Wé/é(x,y) dA

" 1
M://ﬁd
/s Vot +y

La densidad superficial: § (x,y) =

Calculando la masa:

A
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Pasando a conordenadas polares:

27 1—sin@ 1
M = / / —-rdrdf
0 0 r
2 1—sin@
M = / r
0

do
2
M :/ (1 —sind) db
0

0

21
M = (6 + cos0)

0
M=2r+1-1
M =27 kg.

Calculando el momento estatico respecto al aje x :

JV[l.:é/y 5 (x,y) dA

Pasando a coordendas polares:

27 1—sin6
Mﬂz/ / r sin@ dr df
o Jo

1 2 1—sin6
Mz = 7/ sin 6 r? df
2 Jo 0
1 2T
M, = 7/ sinf (1 — sin6) df
2 Jo
1 27
Mmzi/ sinf (1 — 2sin 6 + sin®0) df
0
1 27
M]‘Zi/ [siné’f251n29+sin9(1700529)] do
0
1 [ ;
M, = 5/ (2sin071+00529700s39 sin@) do
0
1 1 A 2m
M, = - —20059—«9—5—7sir129—i-CO6 0
2 2 4 o
1 1 1
Mz=—=||-2-2 — ) —-(-2+=
g (emeed) - (23]
M, =-7m1 kg—m.

Calculando el momento estatico respecto al eje y:

Pasando a coorde

M, ://x 0(z,y) dA
nadas polares: b

27 1—sin@
My :/ / r cos@ dr df
0 0

1 o2 1—sin6
My = 7/ r? cosf df
2 Jo 0
1 27
My = 5/ cosO(1 —sinf)? df
0
1 27
My = 5/ cos6(172sin€+sin2 9) db
0
1 2m
]My:i/ (cos® — 2sinf cosd + sin® @ cos§) df
0
1 3 2
My = - sinf — sin2f 4+ o b
2 3 0
My=0 kg—m
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Por lo tanto las coordenadas del centro de gravedad son:

M, 0

7 — - 9 )
YSM T o m

_ M, T 1

= = —— m

M~ 2 2

1
cg. (0, 3

Era de esperarse que & = 0 porque es una placa homogénea y simétrica respecto al eje y.

Ejercicio 182.

Calcular I, de una placa plana limitada por las curvas y > z,(z — 1)2 4 92 < 1, sabiendo que
o(z,y) = % kg/m?.

Solucion

Representando graficamente las curvas (Figura 3.16):

Figura 3.16
Region de integracion

Pasando a coordenadas polares porque se trata de una circunferencia que limita la region D:

y==x
(x—1)2+92=1 y =tgh=1
22 -22+y>=0 g="
4
2
—2rcosf =
" ;coqa 00 2cosf =0
r(r —2cosf) = cosd = 0
r=0 V r=2cosf .
0=—
2
Los limites de integracion son:
s T
— << =
4= T2
0<r<2cosb
Por lo tanto:
Iyz//xzé(.r,y) dA
D
_ 2 Y
Iy—//q: ~x—2dA
D
1 "
Iy://ydA
D
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Pasando a coordenadas polares:

z 2 cos 6
I, = / / r2sin6 dr d
= Jo

1 1 2cos 0
2
I, = 7/ r3sin 0 do
8 (2 .. .
]yzg cos® 0 sinf df
T
2 bl
Iy:—§COS49 L
4
4
=20 <ﬂ>
3 2
1
I, == kg —m?>.

6
Ejercicio 183.
Hallar el I, de la placa plana que tiene la forma de la region D limitada por y = e*,x = 0,y = 2,
sabiendo que 6 (z,y) = ;5 kg — m2.
Solucion

Graficando las curvas dadas en la Figura 3.17:
Figura 3.17

Region de integracion

25

0.5

-05 0 0.5 1 1.5

Utilizando coordenadas cartesianas, los limites son:
0<z<In2
e’ <y<2

Por lo tanto: I, = // y2 6 (x,y) dA
D
[m :// y2 . % dA
Y
D
In2 2
Iw:/ /.rdydx
0 er
2

In2
I, = / zy| dz
0 »
In2
Iz:/ x(2—€")dx
0
In2
I, = / (2x — ze”) dx
0
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Integrando por partes: /l’ezdl‘ — e — /ezdl‘ — 6% —

u=2x , Jdv=[e"dx
du = dx , v=e"
In2
I, = (a:2 —ze® + e‘”)
0

I, =In®’2—-2In2+2-1
I, =n?2-2In2+1 kg—m2

Ejercicio 184.

Calcular I de la placa plana limitada por la curva: y = /(22 + y2)3, st la densidad superficial varia
en forma inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de un punto de la placa al origen.
Solucion

La ecuaciéon dada en coordenadas rectangulares no es simple para ser representada, por lo que se
utilizara coordenadas polares.

y=1/(a?+y2)°

rsinf =/ (r2)?

rsinf = r®

> —rsinf =0

r (7"2 —sinq‘)) =0

r=20 \Y r = /sinf
sinf >0
0<o<m
0<r<+sinf
Tabla 3.4
r en funcion de 0
3
r |0 % 5 Zlﬂ T
010 5 1 5 0

Representando graficamente en la Figura 3.18, en base a los datos de la Tabla 3.4:

Figura 3.18
Region de integracion D

r = Vsinf

La densidad superficial es: 6 (z,y) = ﬁ kg/m2.

IO://(ac2+y2)5(x,y) dA
D
I, ://(m2+y2)~LdA
0 22 + 12
D

Io—é/dA
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7 pVsind
Iy = / / r drdf
0 0
T V/sin 6
1 / 9
IO = = s
2 Jo 0

db
I _1/7r in6 do
_ S
L) Ob

™

1
Iy = — §c050

0
1
I, = —i(cosn —cos0)

1
Iy=—5(-1-1)

In=1 kg—m2

Ejercicio 185.

Calcular 7, de la placa plana homogénea, limitada por y = -2y = —|z|.
Solucion

Graficando las curvas que limitan la region D, como se muestra en la Figura 3.19:

Figura 3.19
Region de integracion

0.5 |

Puntos de interseccion de las curvas:

y:—x2 y:—xz
y==x y=-x
-2 =z —2?=—z
22 4+2=0 22 —2=0
z(z+1)=0 z(x—1)=0
r=0V z=-1 =0V z=1
Calculando la masa:
M://zs(:v,y) dA
D
M://KdA
D

Como la placa es simétrica respecto al eje y el integrando es el mismo en los lados simétricos, se calcula
la integral para la parte derecha de la placa y se multiplica por 2.
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2 3/,
M:2K<lfl)
27 3
K
M==k
T ke

Calculando el momento de inercia respecto al eje y:

Iy://x25(x,y) dA
D
Iy:K//xsz
1 —x?
QK// z? dy dx
JO J—zx

712

dx

I

Iy

Il

[\

ol

c\
i
8
o

<

1, Ekgfm
Por lo que:

1,

Ty = ]TZ

K

ry =12

3

3
Ty =\ 19 ™

3.4. Integrales triples en coordenadas cartesianas
Sea f:SCR® — R continua en la region S.

(:E? y7 Z) ‘> w = .f (:B7 y? Z)
La integral triple en coordenadas cartesianas estd dada por:

///f(x,y,z) dv
5

Representando (1 posibilidad) de S, como se muestra en la Figura 3.20:
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Figura 3.20
Region de integracion S

b 2

En esta grafica, la base del solido S se ha proyectado sobre el plano zy, obteniéndose la region D,
de la cual se obtienen los cuatros limiles de integracion, y los dos restantes de las ecuaciones de las
superficies que limitan a S en z. Por lo tanto los limites para S en este caso estaran dados por:

S={(@.y.2) R Ja <z <bAh() <y < g(x) ATy(z,y) < 2 < Vol )}

Donde h y g son continuas, h(z) < g(x) Va € [a;b)].
U, y Uy son continuas, ¥y (2,y) < Us(z,y) V (2,y) € D.

///f(x,y,z) dV:// U::(z,j)f(w’y’z)dz
5 J -
foewoe (L]

La idea, es que al igual que en el caso anterior, se puede proyectar la base del solido S sobre el plano
2z o sobre el plano yz (Alcazar, 2022).

Ejercicio 186.

Calcular la integral:

Por lo tanto:

dA (3.18)

o (z,y)
/ f(z,y,2) dz} dy} dx (3.19)

Uy (z,y)

/S/ VEydv

Donde S esté limitado por las superficies:

y=a’

2

T=y

S z=0
z=1

Solucion

Representando el solido S, como se muestra en la Figura 3.21:
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Figura 3.21
Region de integracion S

Tomando la base del solido en el plano zy, la region D se muestra en la Figura 3.22:

Interseccién de las curvas: r=x

Los limiles de integraciéon son: 0<z<1

Figura 3.22
Region de integracion D
Y
1.5
1 1
2 il
y = x? A
os| AT
i
1 i
-1.5 -1 05 0 05 1 1.5 2’
-05 T =P
-1
4
-2 =0
T (:1:3 - 1) =0
r=0,z=1
y=0,y=1
?<y<vVz
0<z<1

Por lo tanto la integral triple queda como:

/S//\/Eydv—/ol/w;ﬁ/olﬁydzdydm
/S/ x/fde:/Ol/xzﬁﬁyz
///ﬁydh/ol/fﬁydydx
S

1 1 vz
// \/Ede:—/ VI y?
s 2Jo @
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1
dy dx
0

dx




/S//\/Eydv—;/:\/i(x—x“)dz
// ﬁdez%/Ol(x%fx%>d$
5

I vever=s (5 )
/S/ \/Ede:(é—l—D

Ejercicio 187.
Calcular la siguiente integral triple, limitada por las superficies: y = 222 +222,y = 8, en el 1¢” octante.

1
///47332722 v
s
Solucion

Se trata de un paraboloide dirigido a lo largo del eje y, por lo que es conveniente tomar a este eje
como vertical, y el plano zz como el plano horizontal.
Representando el solido S, como se muestra en la Figura 3.23:

Figura 3.23

Region de integracion S

Si se toma la regién D en el plano yz, como se muestra en la Figura 3.24:

Figura 3.24
Region de integracion D
Y
y=2=8
8
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Los limites de integracion serian:

La integral quedaria como:

. 1 2 8 pfu=2 1
——— dV = ———— dv dyd
///4—12—,22 v /0/2Z2/0 g2 2 W
s

Como se puede observar no es una integral facil de resolver, por lo que es conveniente tomar la region
D en los otros planos coordenados; si se toma en el plano zy, la integral triple también no seria facil
de resolver, entonces se toma la regiéon D en el plano zz.
La interseccion del paraboloide y = 222 4 222 y el plano y = 8 es la circunferencia 22 4 22 = 4, que
proyectada en el plano xz en el 1¢" octante esta dada por la grafica de la Figura 3.25.

Figura 3.25

Region de integracion D

Los limites de integracion son:

0<x<2

0<z<V4—22
2x2+222§y§8

Entonces la integral triple queda como:

1 2 Vi—z2 8 1
———dV =4 ———— dydzd
///4—1’2—22 v /0/0 /2x2+2z24—932—22 yase
S
g 1 Va—z2?
[z [
S 2224222
. 1 2 Va—x2 1 ) )
///de:4/o/o m(8—2x —22)dzd:r
S
1 Va—x2 2 )
///74_1'2_226”/ 4// —x2 dzdx
S
1 2 Va—x2
///ﬁdVZS// dz dx
J 4—22—-z o Jo
- 1 2 Va—z2
AV =
E=—e

dzdx

dx

0
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2
///;dV:S/ V4 — x2dx
4—x2 - 22 0
s

///4; av = 8<§m+25in—1 g))z
3

/5//4_12_22 dV =8[(0+2sin™"'1) — (0+0)]
/S//4J;Z2 dV:8(2-g)
/S//élxiszvz&r

Ejercicio 188.
Calcular la siguiente integral:

/ / / sm( )dzdyd:):
Solucion

El integrando no presenta mayor disficultad para resolver la integral tal cual estan dispuestos los
limites de integracién. Los dos limites externos indican en que plano coordenado esté la region D, que

en este caso es el plano zy.
T orf oo z .z A
/ / / sin dzdydx = — / / Y oS <7)
o J1 Jo
dzdydx = / / Y - Cos ( ) dydz

T T
/ / / sin
T[T
/ / / sin dzdydxr = — / / cos xydydx

dydzx

ISE)

h
LG
S—
I
o\‘.
2
B

T[T p 1 (% 2
/ / / - = cosx <7) dzx
o Ji1 Jo Y 2 Jo
T T oy 2 T
/ / / sin 2 dzdydx = T sinx
o J1 Jo Y 32 0
oo z o7
sin | — | dzdydx = ——sin —
LG A
T[T vy 2 b)
/ / / sin 2 dzdydx = - i
o Jo Jo (] 32 2
TorEo 2./2
/ / / sin z dzdydxr = — 2
o Jo Jo ) 64

Ejercicio 189.
Calcular la siguiente integral:

2 2z p2yz
1 Jz [1—y2—22 T +lj +z

Solucion
Integrando con respecto a x :

/#dw
2 + 32 + 22
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U::ﬂ2+y2+z2

Sea
du = 2z dx
T 1 1
————dex == | = d
/xLﬂﬂ+ﬂ v 2/u u
T 1
[y o= g
T 1 2 2 2
[ gt
Luego:
2z \/2yz . 1 2 2 2yz
[y oy N
y—z2x+y+z 21-z \/H/Tzz

2z 2yz T 1 2 2z
// / zmdvﬁ/l/ [ (2 + 57+ 2%) = In (1= 2% = 2% 4 9% + 2%) ] dy d
Vi—y? =22 vF
2z V2yz T 1 2 2z
_r gy == 1 2dy d
///IWIHHZQ 2// n(y + 2)2dy dz
2z V2yz T 2 2z
- dV = 1 dy d
/ / /1 Vigpgo2 2Pty + 2t /l/z N s) dy s

Integrando:
/ln(y+z dy
u=1In(y + z) /dv—/dy
du = d: =
gtz
I§ +2)dy =yl - d
/n(y z)dy = yIn(y + 2) el
' y+z—=2
I§ +2)dy =yl — | ¥—d
/n(y z)dy = yln(y + 2) / P
z
In(y + 2)dy = yIn(y + 2 —/ 1- d
/(y )dy = yln(y + z) ( y+z)y
/1H(y+2)dy:yln(y+2)*y+zln(y+z)
Luego:
2z V2yz T 2 2z
= dV = 1 - I§ dz
// / o J w2 -y ey ) e
2z V2yz T 2
/ / / 2clV:/[(221113,2—22—&-,21113,2)—(zln?z—z—i—zanz)] dz
J_zzr +y +z J1

2z V2yz T 2
/ / / -5 dV=/ (32In3z — z — 22In22) dz
1 y_zzl‘ +y2+z 1

Integrando:
/ 3z1In3zdz

u=In3z /dv = [ 3zdz
1

du = — dz ’U:§22
z 2

3

/3z1n32 dz = g 221n327§/z dz

3 3
32In3z dz = 5 22In3z — 1 22
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Integrando:

/2z1n2z dz
u=In2z /dv=/2zdz

1
du = — v =22
z

/2z1n2z dz:z2ln22—/z dz

2
/2zln2z dz:zﬁn?zf%

Por lo tanto:

s L 3 3 22 22
‘ av = [ 2221 2.2 % _ 219 z°
/ / /1 y—sz +y2+22 (2’2 n3z 4Z B 2°In2z 4+ )
2z p\2yz
/t/ /‘ e 2dvz(mn6—3—4m4y_(§m3_§_hﬂ)
1— y—zi’l’ +y +z 2 1

2z V2yz p
/./ /' AV =6ln6-4lnd— 2322
1 —y2—z2 x? +y +z 2 4

2z V2yz
// / 5 3 x dvzgln371n2fg
Vispo2 2+ y? + 22 2 4

Ejercicio 190.
Dada la integral:

2

1

1 1 1—y
/ / / f(z,y,2) dz dy dx
o JyzJo

Escribir las otras integrales para la forma:

a) dz dx dy

b) dx dy dz

¢) dx dz dy

Solucion

a) En este numeral, los limites constantes son para y, la region D esta en el plano zy como se muestra
en la Figura 3.26, por lo tanto se debe representar esta region para identificar los nuevos limites para
z €Y.

Vr<y<1 x =y

Figura 3.26
Region de integracion D

<zr< =
p.{ fSrst vz
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Ahora los nuevos limites con y constante son:

Jo<y<1
p{05uzl,

1 1 1-y 1 py? 1—y
[ [ s asaae= [ 7 [ 5 w.2) dedody
o JyzJo o Jo Jo

b) Para escribir los limites en el orden pedido en este numeral es necesario representar el solido S,
pero en el numeral a) ya se represento la region D, solo faltaria representar las superficies que cobijan
el solido a lo largo del eje z.

Como 0 < z < 1—y, entonces las superficies que cobijan al sélido son los planos z =0 A z=1-—y.
Representando el solido en la Figura 3.27:

Por lo tanto:

Figura 3.27
Region de integracion S

Como los limites externos estan en el plano yz, es necesario representar la region D en este plano, asi
se tiene en la Figura 3.28:

Figura 3.28
Region de integracion D

Por lo que los limites son:

0<z<1
S: 0<y<1l-=z
0<a<y?

11 ply 1 pl—z gy
/ / / f(=,y,2) dzdydx :/ / / f(z,y,2) dedydz
o JyzJo o Jo 0
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¢) En base a las graficas de S y D del literal b), los limites son:

0<y<1
S: 0<z<1-—y
0<z<y?

1 1 pl—y 1 pl—y  py?
/ / / f(z,y,2) dzdydx :/ / / f(z,y,2) dedzdy
o JyvzJo o Jo 0

3.5. Integrales triples en coordenadas cilindricas

Entonces:

Las coordenadas cilindricas no son més que una extension de los coordenadas polares al espacio tridi-
mensional, donde el punto P (z,y, z) en coordendas cartesianas, presentado en coordenadas cilindricas
es el punto P(r,0,z), como lo muestra la Figura 3.29.

Figura 3.29
Coordenadas cilindricas

La relacion entre coordenadas cartesianas y cilindricas esta dada por:

x =rcosf r? = a2 492
y =rsinf tgf =14
z=r

Lo anterior siempre y cuando el plano polar sea el plano xy; si el plano polar es otro de los planos
coordenados, las ecuaciones son similares, solo cambiara el nombre de los ejes
La integral triple en coordenadas cartesianas esta dada por:

JI] [ @y v = [[] 560021 aca
o 5

Para pasar a coordenadas cilindricas, hay que realizar las transformaciones correspondientes al nuevo
sistema de coordenadas, teniendo en consideraciéon en que plano coordenado va a estar el plano polar
puesto que aqui estara la region D, de la cual se extraeran los cuatro limites externos de la integral
triple (Palacios, 2017)

Por lo tanto la integral triple escrita en coordenadas cilindricas queda como:

f(r,0,2) dv = f(r,0,2)r dzdrd (3.20)
5 5

Se recomienda usar coordenadas cilindricas para resolver la integral triple cuando el sélido S tenga
un eje de simetria, y el integrando tenga la forma 22 + y2.
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Ejercicio 191.
Calcular la siguiente integral:

2
x
I w5
S

2 =12+
S 4y <1
z>0
Solucion
Representando el solido S, como se muestra en la Figura 3.30:

Figura 3.30
Region de integracion D

El solido tiene al eje z como eje de simetria y en el integrando tiene la forma 2 4 y2, por lo tanto
para resolver esta integral triple es recomendable usar coordenadas cilindricas. El plano polar elegido
es el plano zy, donde la region D esta limitada por la cincunferencia 2 + y? = 1 que es la traza del
cilindro circular recto 22 + y2? = 1, como se muestra en la Figura 3.31:

Figura 3.31
Region de integracion D

En la region D los limites son:
2?4y =1
Pasando a coordenadas polares:

r2=1 tomando el P(1,0) :
r=1 tgh=4=19=
0<r<i1 tgd =0
0=Km
K=0, 6=0

K=2 @g=or —0=0=2r
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La altura z:

Pasando a coordenadas polares:

z =22 +y?
z=r?
0<z<r?

Entonces los limites para S en coordenadas cilindricas son:

Por lo tanto:

=
=
=

=
=
=
=
=
=

Ejercicio 192.

Calcular la siguiente integral:

Solucion

0<60<2mr
0<r<i1
0<z<r?

2m 1 r? 2 o2
dV:/ // TS0 gz dr db
Jo Jo Jo r

27 1 r?
dV:/ /cos2€zr dr df
o Jo 0
27 1 i
dV=/ /00529-7“3617" do
o Jo
1 27 1
dV = 7/ cos? 0 rt| do
4 Jo 0
1 27
def/ cos? 6 do
4 Jo
27 o
dV:l/ (1 + cos26) a0
1/, 2
1 1 27
dV = = [0+ =sin20
8 2 0
1
T
dV_Z
" 1
Jf
x
S
22+22=9
y =2z
S r=0
y=20
z=0

Representando el solido S en la Figura 3.32:
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Figura 3.32
Region de integracion S

La region D se la toma en el plano xz y como esta limitada por la circunferencia 2 + 22 = 9, se
utilizara coordenadas cilindricas para resolver la integral triple. La region D se observa en la Figura

3.33:
Figura 3.33
Region de integracion D
Ahora:
x =1rcosf
z=rsinf
tgf = z
T
Pasando a coordenadas polares:
2 +22=9 P(0,-3) P(3,0)
r? = tg@zfz—%zoo tg9=g=0
r = 19 = *% 6 = 0
g<r<3 ~I<g<o0
El limite para y:
0<y<2r

0 <y <2rcosf

Entonces los limites para la integral triple son:



Pasando la integral triple a coordenadas cilindricas:

1 0 3 27 cos 0 1
// de:/ // r dy dr df
x —zJo Jo rcos 6
s
1 0 3 2r cos 6
///de:/ / dr do
s ‘ 7=z 0 0
- 0 3 .
///ldV:/ /QTCObedrdﬁ
x —zJo cost
s
3
-0
Jzw= ],
5 ‘ ~%
1 0
[Iffar=o [ w
A 1

1
cos @ Y

Ejercicio 193.
Calcular la siguiente integral triple:

2 m/2y—y? S22ty 1
— 5 dzdxdy
0o J-\/2y—y2Jo T4+ y
Solucion

Los limites de integracion son:
0<y<2

S —V2y -2 <a <2y g2
0<z2< Va2 +y?

La region D esta en el plano xy por lo que en la inecuacion para x se puede determinar la ecuacion
de la curva que limita D.

2
($V==(v2yfyﬂ
22492 —2y=0
2+ y-13%=1

Representando graficamente en la Figura 3.34:

Figura 3.34
Region de integracion D
Y
25

S +p-1P =1
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Pasando a coordenadas polares:

22+ 92 —2y=0 En (0,0) r=0= r = 2sinf
r?2 —2sinf =0 0=2sinf
r(r—2sinf) =0 sinf =0
r=0 V r=2sinf 0 =knr

0<r<2sinf k=-1, 0=
0<H<nm

Representando las superficies z=0 A z=/z2+y? en la Figura 3.35:
Figura 3.35
Regidn de integracion S

=1

T z2=0

Los limites para z son: 0<z<r
Entonces los limites de la integral triple en coordenadas cilindricas son:
0<6<n~r
S:< 0<r<2sinf
0<z<r

2y y2 22+y 2sin 0
/ / I /0 $2+ 5 dzda:dy—/ / / -r dz dr df
y—y?
2y Y 2+y 1 2sm€ r
[P e [ [
2y— y2 12+y 2s1n0
// S 2/0 o 2dzolxaly—// —rdrdﬁ

2 \/m 1 T 2sin 6
/ / / — 5 dzdrdy = / r do
0 X + 0 0
21/ Y2 pyaity? 1 ™
/ / / 5 dzdady = 2/ sin @ db
2y y2 JO 0

2y 2 z2+y? 1 T
/ / / 5 dzdxdy = —2cosf

2y y2 Jo

V2y—y2 a2 4y?
dzdxdy = — — 0
// 2yy2/0 :(:2+2 zdxdy 2(cosm — cos )
2yy 2+y
——— dzdxdy = -2(—-1—-1
[ L sty s
V2u—y? /2y 1
// / 5 dzdzdy =4
2y— y20
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Ejercicio 194.

Calcular la siguiente integral:

/1 /0 /\/47z27y2 P dedud
— dzdydx
0o J-vi—zzJo Va2 +y?

Solucion
Los limites de integracién son:
0<z<1
st {—vV1-a2<y<0
0<z<\4—a2—y?

La region D en el plano xy limitada por la curva:

Tal como lo muestra la Figura 3.36:

Figura 3.36
Region de integracion D
Y

Pasando a coordenadas polares:

‘Tz + 7/2 =1 P(f 70)
2 _ _y_ _
r2 = tgh=Y%=—-%=00
r=1 =-3
0<r<1 ~1<0<0
Las superficies que limitan al solido son:
2
z=0 (2)2:( 4—x2—y2)

Transformando a coordenadas cilindricas:

z2=0 z=+4—-r?

Representando el solido en la Figura 3.37:
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Figura 3.37
Region de integracion S

Entonces los limites en coordenadas cilindricas son:

™
-=<6<0
g SO0<
S 0<r<1
0<2<V4—1r2

Por lo tanto:

1 /0 Va—z2—y? p 0 1 ] 5
// / 7dzdyda::/ // — - rdzdrdf
0 J-vi—azJo Va2 +y? _x r
4— rz—y
/ / / dzdydx = / /
Vi—zZ
1 00 Va—z2—y? .
/ / / 7dzdydmff/ / —r? drd@
—/1—22 r2 + y2
4— 12—y 1 3
/ / / dzdydx = 7/ <4r - —)
Vi—z? x2 VaZ+y? 2 )z 3
4— rz—y
/ / / dzdydm = —/
Vi—zZ
0 4— zzfy 11
/ / / dzdydr = — 0
Vi—z? 2 + y 6
47127y p
———— dzdydr = ——71
./0 /—\/1—:r,2 ./0 Va4 y? 2

Ejercicio 195.
Pasar la siguiente integral a coordenadas cartesianas:

2sinf p4—r?
/ / / dzd7 df
Solucion

Los limites en coordenadas cilindricas son:

dr df

ggegn
0<r<2sinf
0<z<4—72



El plano polar esta en el plano zy, se trata entonces de hallar una ecuacion cartesiana en xy, para lo
cual partimos de la ecuacion:

r = 2sinf
Pasando a coordenadas cartesianas:
oY
r
r? = 2y
224 y?— 2=

Representando en la Figura 3.38:
Figura 3.38
Region de integracion D

Los limites en coordenadas cartesianas para la regiéon D serian:
—1<z2<0

1—-V1-22<y<1++1—22

Para la altura z el limite seria:
2=0 A z=4-—z2—y>
El integrando pasando a coordenadas cartesianas:
1
Por lo tanto:

T 2sin 6 4—r? r 0 1+v1—22 4—a2—y? 1
—— dzdrdf = —————— dzdydx
2 2 2
= Jo 0 4-r 1Jieviczm Jo d—a’—y

3.6. Integrales triples en coordenadas esféricas
Otro sistema de coordenadas que es util para resolver integrales triples son las coordenadas esféricas,
donde el punto P (z,y, z) representado en esféricas P(p, p,8) esta representado en la Figura 3.39:
Figura 3.39
Coordenadas esféricas
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Donde:

p : distancia del origen al punto (p > 0)

© : 4ngulo medido entre la direccion positiva del eje z y p (0 < p < )

0 : angulo medido en el plano zy (0 < 6 < 27)

La transformacion de coordenadas esféricas a cartesianas y viceversa esta dada por las ecuaciones
siguientes:

z = psinpcosf pt=a%+y? + 22
y = psinpsiné tgf =2
z = pcosp cos«,o:%

Es util este sistema de coordenadas cuando el solido S sobre el cual se va a calcular la integral triple
esté limitado por esferas o conos, donde hay simetria respecto a un punto, y el origen se coloca en
este punto (Stewart, 2012)

La integral triple en coordenadas cartesianas estd dada por:

///f(x’y’z) dV:///f(%y,z) dzdydz
o S

En coordenadas esféricas dV = p?sin ¢ dpdpd§.
Por lo tanto, usando las transformaciones correspondientes, la integral triple queda como:

[[[ 160000 av = [[[ 10.00) 52 sino dpagap (3.21)
Ejercicio 196. ’ ’

Calcular la siguiente integral:
2
z
- dV
I 5=
s

S 1<a?+y2+22<4
’ 1" octante
Solucion
Representando las esferas con centro en el origen y radios 1 y 2 en la Figura 3.40:
Figura 3.40
Region de integracion S
¥
3




Representando las trazas de las superficies en el plano zy (Figura 3.41):
Figura 3.41
Region de integracion D

a5l ¥

2

05 0 05 1 15 2 25 3

05 2t +y? =1

Para los puntos:

0
P2,0)=tgf=2="=0=0=0

r 2

2

P0,2) > tgf== =00 =0=—
0 2

T

0<6< —

- T2

Representando las trazas de las superficies en el plano yz (Figura 3.42):

Figura 3.42
Trazas en el plano yz

Para los puntos:

El integrando en coordenadas esféricas:

f(z,y,2) = m

2.2
pecos® @
f(p,@,go)zT:congo
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Por lo tanto:

==
JJ) 22+ y?+ 22
5
[l 7
22 4y + 22
5

2

1 72 2
av = - ?
3/ / P

o
=)

1

T E 2
dV = /2 /2 / cos? ¢ p?sin ¢ dpdpdd
o Jo Ji1

cos? @sin ¢ dedf

[ s T[T [T o psing dods
/S//w2+y2+22 75/0 /0 COS™ s @ ap
' 22 7 (%1 z
- AV =—= — cos® do

///:c2+y2+z2 VETR) 5
S 0
22 7 (3
— AV =— [ (0-1)db
[ s =3 o
" 22 7 (%
— = 4V =~ [ db
/S//w2+y2+22 9/0
22 7 F
— AV =0
22 7
— V=
///x2+y2+z2 18"
S

Ejercicio 197.
Calcular la siguiente integral:

/S//\/x;TyZdV

222 +22<1
Yy -
plano zz

Solucion
Representando las superficies en la Figura 3.43:

Figura 3.43
Region de integracion S

Transformando a coordenadas esféricas la ecuacion de la esfera:

224+ +22=1
PP =1
p=1
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Luego:
0<p<1

Representando las trazas de las superficies en el plano zy (Figura 3.44):
Figura 3.44
Region de integracion D

Hallando la interseccion entre 22 +32 =1 A y= —x:

1 1 1 1
2x2:1:>x2:—:>x:i—;»P(—7——)
2 V2 V2 V2

s

tgh =L = V2 =—1:tg0:—1:>9=—%
T
0
Para P(1,0), tgb = 1 =0=0=0
T
——<0<0
7S0=
Representando la traza de la esfera en el plano zz (Figura 3.45):
Figura 3.45
Traza en el plano xz
1
ae 2L 22=1
08 4
P
04
P
02
z
02 o 0z 04 08 08 1 12
02
Para el punto:
P(0,1): cosgo:i: -=1= ¢=0
p
1
P(1,0) : cosp =5 =00 = p=
™
0<p< —
SPs D)

Entonces los limites en coordenadas esféricas son:
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™
——<6<0
1S0=
S 0<o< X
SPs 2
0<p<1
El integrando transfomando a coordenadas esféricas:
z
’T7 I Z) =
o, 0) =222 = =2
psing  sing

Por lo tanto:

0 L
///4&/:/ // COSP 2 in g dpdipdd
JJS 2+ y? JozJo Jo sing
S

- 1

1 /9% %
[l =5l
J 2 4y -z Jo 0

" z 1 /0 (%
—dV == cos ¢ dpdf
V2 +y? 3J -z Jo

s

s

cos ¢ dpdf

-0

[ z 1 .
/// Va?+y? deg/i e
s
z 1 [ .om .
///WdV:§[£ (blngfbln())d@
S 4

/S//w#y2 dV:%H
Il =300

z
S | VA
/S// Va2 42 12

Ejercicio 198.
Calcular la siguiente integral:

1 Vi—z? pliy/1—a2—y2
/ / / dzdydzx
-1J0 1—/1—22—y2

Solucion
Los limites en coordenadas cartesianas son:

—-1<z<1
S: 0<y<+v1—22
1—y/1—a22—y2<2<1++/1—22—y2

La region D esta en el plano zy (Figura 3.46), la curva que la limita se la toma de uno de los limites,
asi:



Figura 3.46
Region de integracion D
15 ‘:’l

P2+y?=1

A5
Para hallar el limite para 6 :
: y_0 _
Y 0
P(—1,0): =7 — = =
(—1,0); tgd . 7 0= 60=m
0<f<m

Pasando a coordenadas esféricas la ecuacion de la superficie:

z=1++1—22%2—y?
2
(z—1)2=(i 1—z2—y2)
(z=1)2=1-—2%—y?
PP (z-1)2=1
224yt +22-22=0
P2 —2pcosp =0
p(p—2cosp) =0
p=0 V p=2cosyp
0<p<2cos¢p
Representando el solido S (Figura 3.47):

Figura 3.47
Region de integracion S

Representando la traza de la esfera en el plano yz (Figura 3.48):
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Figura 3.48

Traza en el plano yz

Iy

05
ki)
05 0 05 1 15 2
05
Para hallar el limite para ¢
P(0,2); cosgo:E: = coslp=1=cosp=1=9=0
p  2cosyp
P(0,0); p=0 = p=2cosp
0=2cosp
cosp =
_T
LA
i
0<p<—
Ses D)
Entonces los limites de integraciéon son:
0<o<m
§:4 0<9p<3
0<p<2cos¢p
Por lo tanto:
1—22—y2

Vi—z2 1+
/ / / 1— J:Q*U

1—22—y2

Vi—z?2 1+
/ / / 1 1,271/

T z 2cos ¢
dzdydz = / / / p?sin ¢ dpdpdh
o Jo Jo
dzdydz = / / sing p°

2cos ¢

dypdf

VI—z2Z  pldy/1—a2—y2 1 5 .
/ / / dzdydr = - / / 8sin ¢ cos® ¢ depdh
1 a -2 —y? 3 0o Jo

/ / Vi—z? /1+ 1—ax2—y2
1— zz—y

/ / /1+ 1—z2—y2
1— 1271/

1-y2—y?

A

dzdydx = —=

dzdydxr = — =

z
do
0

8 [T cos4

3), 4 ¢

; /7r (cos4 g — cos? 0) dé
0

dzdydz = 2 / do
3 /o

Vi—z? 1+ 1 .132*1] )

/ / / dzdydx = = 0
0 Vi—z—y? 3
VIi—zZ  pldy/1—ax2—y2 9

/ / / dzdydx = -7
1— 1271/ 3
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Ejercicio 199.
Utilice coordenadas esféricas para resolver la siguiente integral:

Va—z? 2+l/ 1
[ ————
0 22y’ +z
Solucion

Los limites de la integral triple estan dados por:
—2<zr<2
S —Vi—a2<y<1-—g?

0<z< a2+ y?

Laregion D esta en el plano zy (Figura 3.49), limitada por la curva que se toma del limite y < V1 — 22,
asi:

() = (V4 -a?)?
224y =4
Figura 3.49
Region de integracion D

Hallando el limite para 6 :

0
P(2,0); tg9:9:§:o = tgf=0 = 0=Kn
z
Si K=0= 6=0
K=2 = 0=27
0<6<2m
Representando el cilindro circular recto 22 +y? = 4 y el cono z = /22 + y2 en la Figura 3.50:

Figura 3.50
Region de integracion S
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Transformando a coordenadas esféricas el cilindro a2 + y? = 4 :

$2 + y2 =4
pisin?p =4
2 _ 4
sin? ¢
2
p==
sin ¢
0<p<
=r= sin ¢
Representando las trazas de las superficies en el plano yz (Figura 3.51):
Figura 3.51

Trazas en el plano yz

Hallando los limites para ¢ :

2
P(2,2); COS@:E:T:Sin@ = tgp=1 = cpzz
p sin ¢ 4
0 m
P(2,0); cosp=—5—=0 = cosp=0 = p=—
sin ¢ 2
T,
1=7=73
Transformando el integrando a coordenadas esféricas:
(2.y.2) :
T,Y,2) = 55—
1
f(p7 @5 0) =3
2
Entonces los limites de la integral triple en coordenadas esféricas son:
0<6<27m
Top<
S:¢1=%¥=3
0§p§.2
sin

Por lo tanto:

m1+y 1 27 s 1

/ / / PR dzdydx —/ / / - p*sing dpdpdd
z2+y 1 2

/ / 412/ 7ty +z2d2dyd$_/ /

Va2 1 o 5 g
/ / Vi 12/ m dzdydz = 2/ / P -sin @ dpdf
Vet 1 %
/ / 412/ mdzdydm—Z/o ©

do
192

Eov
sin ¢ dpdf
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VIS e 1 R s
// / dedydT:2/0 (571) do
Vi Z2+y 1 T 27

7ddd:7 do
[
Va—z? 2+1/ 1 )
// / 332+y ¥z dedydq;:ﬂ

Ejercicio 200.
Expresar la siguiente integral en coordenadas cartesianas:

27 z NG
/ / / f(p, . 0) sinedpdpdy
0 JO 0

Los limites de la integral triple son:

Solucion

0<0<2m
S 0<p<1%
0<p<VB

Transformando a coordenadas cartesianas:
p=138
(Ve t v+ 22) = (VB
2>+ +22=38
Las trazas en el plano yz estan dadas por (Figura 3.52):

Figura 3.52
Traza en el plano yz

F

V8
(2.2)

y¥+2=8

3

™

Como: ¢ =74 = tgcp:% = %:tg% = Y=1 = z2=y9

Ahora: z = pcosyp = cosp ==Y ok s N N

sin @ gp tg tg T

Por lo que la ecuacion de la otra superficie es del cono z = y/z2 + 32, cuya traza en el plano yz es la
recta z = y. La interseccion de las dos trazas essi z =7y, 222=8,22 =4 = 2=2, y=2.
Reemplazando z = 2 en la ecuacion de la esfera 22 + y? + 22 = 8, se tiene la curva de interseccion de

la esfera con el cono z = /22 + y2 :
2?+y? =4
Proyectando en el plano horizontal se tiene (Figura 3.53):
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Figura 3.53
Region de integracion D
3y

Para 0 < 0 < 27, los limites de integracion en coordenadas cartesianas son:

—2<xr<2
—Vi4—-22<y<V4—2?

Representando el solido en la Figura 3.54:

Figura 3.54
Region de integracion S

2
Donde los limites de integracion para z son:

22 +y? <z<\8—ua?—y?
Entonces los limites de integracion en coordenadas cartesianas son:

—2<x<2
S:id—Vid—a22<y<V4—a?
Vat+y? <z < /8 —a2 92

Por lo tanto:

o VIS VRS f(p0,0)
f p, @, 0) sinpdpdpdd = dzdydzx

Vi—zZ zz+y x2+y +z 2
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3.7. Aplicaciones de las integrales triples

Dentro de las aplicaciones mas destacadas de las integrales triples estén el célculo del volumen, centro
de masa, los momentos de inercia y radios de giro de un solido S (Edwards y Larson, 2017).

V(S)= /// dv (m?). (3.22)

2, Centro de masa de un sélido S.
Sea D : S C R? — R una funcién continua sobre S, siendo 6 (,y, 2) la densidad en el punto (x,y, z)
en kg/ m?.

1. Volumen de un sélido S.

z= Aﬁ;", J= A;[V;z, zZ= A][&” (m). (3.23)
Donde:

M :///6(a:,y, z) dV (kg). Masa (3.24)

5
My = ///z 0(x,y,2) dV (kg —m). Momento estatico respecto al plano zy (3.25)

5
M,, = ///y d(x,y,2) dV (kg —m). Momento estatico respecto al plano zz (3.26)

3
M,. = ///x 0(z,y,2) dV (kg —m). Momento estatico respecto al plano yz (3.27)

3

3. Momentos de inercia de un sélido S.
Respecto a los ejes coordenados:

I, = /// (y2 + z2) §(z,y,2) AV (kg — m2) . (3.28)
s

I, = /// (xz + z2) 0(z,y,2) dV (kg - m2) . (3.29)
5

I, = /// (9;2 + y2) §(z,y,2) AV (kg — m2) . (3.30)
5

Respecto a los planos coordenados:

Iy = /// 228 (z,y,2) dV (kg — 1112) . (3.31)
S

1., = /// y26 (z,y,2) dV ( kg — m2) . (3.32)
S

I,. = /// 2%5 (z,y,2) dV  (kg—m?). (3.33)
5

Respecto al origen:
Iy = /// (@ +y* +2%) 6 (z,y,2) dV (kg —m?). (3.34)

Io=1Ipy+ Ips + 1y (kg — 1n2) . (3.35)
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4. Radios de giro de un sélido S.

I
Iy
L
r =\ 37 (m). (3.38)

Ejercicio 201.
Calcular el volumen del solido limitado por las superficies:

r=y, v+y=2,2=0,2=0, z2=4

Solucion
Representando las superficies que limitan al solido en la Figura 3.55:

Figura 3.55
Region de integracion S

Por la forma del sblido y tomando la region D en el plano zy, es recomendable usar coordenadas
cartesianas para calcular el volumen del s6lido dado por:

V(S):// av
S

Eligiendo la region D en el plano zy (Figura 3.56):

Figura 3.56
Region de integracion D
¥
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Hallando la interseccion entre las curvas:

y=2—z

y=a’

22=2—z
224+ -2=0

(z+2)(xz—1)=0
r=-2 V x=1

y=0 y=1
Los limiles para la region D son:
0<z<1
2 < y<2-—zx
Para la altura z :
0<2<4

Entonces los limites para S son:

0<zx<1

S:Q a?t<y<2-z
0<z<4

Por lo tanto el volumen del sélido es:

Ejercicio 202.

Calcular el volumen del sélido acotado por las superficies z < y/a2? — 22 — 2, el plano xy, y 2+ >
b2, donde 0 < b < a.

Solucion

Representando las superficies que limitan al solido S, como lo muestra la Figura 3.57:

(= (Va2 )

224y’ + 22 =a® esfera

22 4+y?> =b* cilindro circular recto
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Figura 3.57
Region de integracion S

T~ p = p?

Por la forma del sélido (simétrico respecto al eje z), y tomando la region D en el plano zy (limitada
por circunferencias), es recomendable usar coordenadas cilindricas para calcular el volumen del sélido

dado por:
V(S) = / / v
s

La region D esté en el plano polar zy, como lo muestra la Figura 3.58:

Figura 3.58

Region de integracion D
rh
|

|
‘fl 2 2 V]

+y =a
|
h
il A
—af ~b ﬂ
;srz-l—_d;E:l'?z
|
Pasando a coordenadas polares:
22 442 = a?
r2:a2 P(avo)
r=a th—g:—:O
T
2242 =07 0=Km
2_b2
r=b K=0,0=7m; K=2,0=21
0<6<2rm
b<r<a

198



La altura z :
2=0, z=+/a?—x%2—y?

z=+a—r?
0<z<Va—1r2

Entonces los limites en coordenadas cilindricas son:

0<60<2mr
S: b<r<a

0<z<Va—r1r?

e fff

2 pra pVaZ—r2
V= / / / r dzdrdf
Jo Jb JO

27 a
V:/ / rv.a? —r? drdf
0 b
do

_1r 2 2\3
Vf—i/o (a —r) \
27T 3
__1 (2 2\E
V= 3/0 [0 (®—4?)%] a0

Por lo tanto:

Wil N

Loy o3 77
V=l / d
3 0

27
v=t@-1®)io
3 0
v=2r(a 1)

Ejercicio 203.
Calcular el volumen del solido limitado por las superficies 22 + 42 + 22 < 16, z < /a2 +¢2 y el
plano zy.
Solucion
Representando las superficies que limitan el solido (Figura 3.59):
Figura 3.59
Region de integracion S

Puesto que el solido tiene como punto de simetria el origen y ademas esta limitado por una esfera y
un cono, entonces es recomendable usar coordenadas esféricas para calcular el volumen del sélido.

V(S) = / S// av

Para hallar el angulo 6, se representa la traza de la esfera en el plano zy (Figura 3.60):
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Figura 3.60

Region de integracion en el plano xy

P(4,0)
tg@zg:O
x
0=Knr
K=0,0=0; K=2,0=21
0<60<2rm

Para hallar el d4ngulo ¢, se representa las trazas del cono y de la esfera en el plano yz (Figura 3.61):

Figura 3.61

Trazas en el plano yz

Intersecando las curvas z =1y, %> +2°>=16

2y% = 16
y* =8
y:2\/§7 z2=2V2
z 2V2 V2 T
P(2v2,2v2): === =_
@Va.2VE): cosp= 2 =22Vt
Donde:
224+y2+22=16
2 =16
p=4
0
P(4,O):cos<,o=7:I:0:><p:g
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Entonces los limites en coordenadas esféricas son:
0<60<2rm

Vi i
. — < < —
Siqgses3
0<p<4

- fff

s
2r T 4
V= / / p2sin o dpdpdd
0 0
64

S
V= —/ / sin ¢ dpdf
3o J=

4 27 2
V:—%/O cos p

Por lo tanto:

do

k.
4

21
yo 6 (wj)de

3

0
27
V= g\/5/ do
3 0
27

V=¥\/§9
3 0
4

V:% 2 7 m°.

Ejercicio 204.
Calcular la masa del solido homogéneo limitado por las superficies 22 4 y? + 22 < 4, bajo el plano
z=1en el 1°" octante.
Solucion
Representando las superficies que limitan el sélido y dividiendo a éste en dos partes: S7 y Ss, tal como
lo muestra la Figura 3.62.

Figura 3.62

Regiones de integracion S1 y Sa

El solido es simétrico respecto al eje z, se recomienda utilizar coordenadas cilindricas para calcular la

integral triple:
M:///é(x,y,z)dV
s
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Tomando el plano polar en el plano zy, representando D y Dy en la Figura 3.63:
Figura 3.63
Regiones de integracion Sy y Sz

T
-0.5
Transformando a coordenadas polares:
Dli 0
I B P(\/§,0):tg9:%:—3:0:>9:0
2
re = V3 x
r=+3 P(O,\/g):tgH:T:oo:>9:5
s
<< —
0_0_2
Da: 2 2 y 0
4y =4 P(2,0);tg9=725=0:>0=0
x
T2=4 2
=9 P(0,2):tg9:6:oo:>9:7
V3<r<2 ogegg

La altura para el solido Sy es:

La altura para el solido S es:

z2=+/4—a%2—92
z=+/4—r2
0<z<V4—1r2

Entonces los limites para S7 y Sz en coordenadas cilindricas son:

m <p<Z

OSQSZ 0_9_2

S1:9 0<r<v3 S2:9V3<r<2
0<2<1 0<2<V4—r2

Por lo tanto la masa del sélido se calcula como:

M:///.J(x,y,z) dV+///5(z,y,z) dv
S S2

Como es un solido homogéneo, la densidad es constante, 6 (z,y,z) = K ( kg/ m3).

z V3ol 2 VA2
M =/ / / Krdzdrd0+/ / / Krdzdrdf
0 0 0 0 V3 Jo

ERV 2 Va-r?
M:K/ / rz drd9+K/ /rz
Jo Jo o 0o JVv3 0
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F V3 52
M:K/ / rdrd0+K/ / rv4 —r2 drdf
o Jo 0o JVv3

Kk % ,|" 1 32 ’
2 2 3
MZ? r? dﬁfiK/ 5(477"2)2 de
0 o 0 3
3 El 1 El
Alsz/ d9+7K/ do
2 Jo 3 Jo
5 5
]\/I:§K9 + =K @0
2 o 3 0
3 1
M=-K -K
1 7r+6 T
1
M=k ke
12

Ejercicio 205.
Calcular la masa del sélido limitado por las superficies 22 + (y — 2)2 + 22 < 4, y < @,z > 0, si

1 3
5(m,y,z) = W kg/ m-.
Solucion
Representando las superficies que limitan el solido, como lo muestra la Figura 3.64:
Figura 3.64

Region de integracion S

Por la forma del solido seria recomendable usar coordenadas esféricas. Para determinar el angulo 6,
se representa la region D en el plano zy:

Figura 3.65

Region de integracion D

Intersecando las curvas:
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y=x = 224+ (x—2)2=4
22 +2? —dx+4=4

202 —4x =0
2x(x —2)=0
r=0 V =2
y=0 y=2

Pasando a coordenadas polares:
P24 (y—27%=4
224y —dy=0
r? —4rsing =0
r(r—4sinf) =0
r=0 V r=4sinf
En el punto P (0,0), r = 0, entonces:
0=4sin6
sinf =0
0 =km
0, =0

k=
En el punto P(2,2), tgf =4 =5=1 = 0=

o<

2
2
7r

4
Transformando la ecuacién 22 + (y — 2)? + 22 = 4 a coordenadas esféricas:

2yt 422 -4y =0

[en)
VANrSE

p* —4psinfsing = 0
p(p —4sinfsing) =0
p=0 V p=4sinfsing
0<p<4sinfsiny
Para hallar el angulo ¢ se toma los puntos en (y, z), P (0,0) y el punto P(2,0) :
En P(0,0), p=0 = 0=4sinfsingp

sinp =0
=0
En P(2,0), cos —Z—0—0:> =2
bl k) 90 - 8 - p - SD - 2
T
0<p< =
S¢S B
Entonces los limites en coordenadas esféricas son:
T
0<0<—
- 4
S:80<p< ™
SPs 2
0 <p<4sinfsing

]W:///(S(a:,y,z) v
S
1
el s
JJS) gy a2+ y? + 22
S
z 3z 4 8in 0 sin ¢ 1
M :/ / / [ — p2 sin pdpdpdf
0 0 0 Psin§sinp P

- - 4sin 0 sin ¢
]\J—/Z/E 1
b o sing ”

deodb

0
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M = / ! /2 45111.9511150 dydf
o Jo sin 0

=
4/ —cosp
0 0

M:—4/4(0—1)d6
0

2

S
I

T
M=40
0
™
M=4-—
4
M =7 kg
Ejercicio 206.
Calcular el centro de gravedad del s6lido homogéneo limitado por las superficies: y =z, y = —z, y =
2, z2=9—22, z=0.
Solucion

Representando las superficies que limitan al s6lido en la Figura 3.66:

Figura 3.66
Region de integracion S

Por la forma del sélido es recomendable usar coordenadas cartesianas, eligiendo la region D en el
plano zy (Figura 3.67):

Figura 3.67

Region de integracion D

Por lo que los limites para S estan dados por:

0<y<2
S:q-y<x<y
0<2<9—22
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Calculando la masa del solido S :

M:/S/ 5 (2,y,2) AV

2 Y 9—z?
M = K/ / / dzdzdy
0 —y JO
2 ry
M=K / / (9- :c2) ddy
-y
K / 27x —as

dy
-y

K ;
M:§/ [(27y —y®) — (=27y + ¢*)] dy
0
2
M:E/ (54y — 2¢°) dy
3 0
K (0 1 [
M = 3 (27y 2y)0
]\1:%(108—8)
M—%K kg

Calculando los primeros momentos respecto a los planos coordenados:

M,y = ///z 0 (x,y,2) dV
s
2 Yy 9—z?
M,, = K/ / / z dzdzdy
0 —y JO
2 ry 9—a?
M, = K / / 22

K
M,, = / / 1 — 1822 + =z ) dxdy
-y
K
Mgy = / (81:p—6:1: + 5) dy
-y

81y — 6y° + ly5 —  —81y + 69> — 1y5 dy

2 5 5
5 2 .

M,, = %/ (1623} —12° + 53}“‘) dy

dxdy

M,, =

2

1
My, = 2 _ 3yt
y Y+ Y )
1 o
M,, = 81(4) - 3(16) G —(2)
2102
M,, = —K k

M,, = ///y 0(z,y,2) dV
2 ry 9—x?

M,, = k/ / / y dzdxdy
0 -y JO



La integral para M., no es mas que la misma integral que de la masa, multiplicado por y, por lo
tanto, para no repetir el célculo de toda la integral, se toma la integral de la masa antes del calculo
para dy y se agrega y, asi:

2

M,. = 5/ y (54y — 2°) dy
3 Jo
2

M,, = K / (5492 — 2y*) dy
3 Jo

2
M, = 5 (%yd - §y5>

3\ 3 0
K (54 2
My, =— (52?2 -=2)°
3 (G -2er)
Mo = 2K kg-m
15

M,. :///m 0 (z,y,2) dV
5
2 Y "9—1x
M,, = k/ / / z dzdxdy
0 -y JO

De igual manera que se hizo para el calculo de M, ,, se toma la integral de la masa antes del calculo
para dx y se agrega x, asi:

Myz:K/Q/y:E(Q—xQ)d:rdy
~y
_K// 9x71‘ dxdy
~y
x
= [ (5] LY
e [ [(5) 3

M,.=0 kg—m.

Por lo tanto, las coordenadas del centro de gravedad estan dadas por:

M,. 0

T = ]\; = i =0 m.

M, FPK 164

Yy = = = = —— 1
M 0K 125

LMy ABK 1051

M T IOg T 250
o 164 1051
&\ " 125" 250

Ejercicio 207.

Hallar el centroide del solido limitado por las superficies:

222202+ 2% 22 <6442 492

| Solucion

Representando las superficies que limitan el solido (Figura 3.68):
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Figura 3.68
Region de integracion S

Al ser un solido simétrico al eje z, se recomienda usar coordenadas cilindricas, con el plano polar en
el plano zy.
Hallando la curva de interseccion de las dos superficies y proyectando en el plano xy:
22 = 227 4 29°
22 =64+ 2%+ y2
222 4 2% = 64 + 22 + ¢/
z24+y* =64 representada en la Figura 3.69

Figura 3.69
Region de integracion D

Transformando a coordenadas polares:

2? +y? =64 P(8,0):tg9:y:g:0
x
r? =64 0= Kn
r=8 K=00=0; K=2 0=2r
0<r<8 0<60<2r

La altura del solido esta dado por:

2z =/222 + 2y = z2=Vu2=\27r
z=64+22+y? = 2=64+12
V2r<z< 64+ 12

Entonces los limites para S en coordenadas cilindricas son:
0<60<2m
S 0<r<8

V21 <2< /64 +r2
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Calculando la masa del sélido se tiene:

]\/[:// 0(x,y,2) dV
27 VEItrZ
M = K/ / / r dzdrdf

27
M:K/ /7“ \/64+r27\/§r)drd9
0 0
27 8
M:K/ / (T\/64+r27\/§r2>drd6'
0 0
2
3

8

do
0

27 1 3 b)
M:K/ - (64+7);—£r3
) |2 3

2
- %/ [(128)% —512V2 — 64%] a9

2

M= §(1024f— 512v/2 — 512) 0

0

2
M= gK7r(512\/ —512)

M= &324 Kn(v2-1) ke

El solido es homogéneo y es simétrico respecto a los planos coordenados yz y xz, por lo que M,, =0,
M, = 0 (el estudiante puede verificarlo). Se procede entonces a calcular My,

Por lo tanto:

e fff

2m V6itrz
Myy = K/ / / z dzdrdf
o V644712
Myy = K / / drdf

K 27

M, = —/ / (r (64 —+ 7"2) — 27“27") drdf
K 0277 08

Mgy = —/ / (647“ 43— 2'[‘3) drdf
2 Jo Jo

K 27 8
My, = ?/0 /0 (647“ — r3) drdf

K 27T 4 8
M,, = 5/0 (327"2 - %)

0

M,, = K (32(64) - %) -2

do

2
My, =1024 Km kg —m.

M, .
I=—2C= =0m

MM
M 0
(D V7
M, 1024 K 3
z = = =

= m
M 1 Er(vV2-1) V2-1
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Ejercicio 208.
Calcular I, del sélido limitado por las superficies: y = ?2—1,y=3, z2—y=4, >0,

sid(z,y,2) = kg/ m>.

) 22 + 22
Solucion
Representando las superficies y el solido S (Figura 3.70):
Figura 3.70

Region de integracion S

Tomando la region D en el plano zy (Figura 3.71):
Figura 3.71

Region de integracion D
Ty

Utilizando coordenadas cartesianas y dividiendo al sélido en dos partes simétricas, los limites de
integracién son:

0<x<2
x271§y§3
0<z<y+4

I, = /// (q:2 +22) o(z,y,2) dV
s
I :///(:1:2—0-22)-;&/
Y . 22 4 22
s
o
s
2 3 y+4
I, :2/ / / dzdydx
0 Jz2-1Jo

2 3
I, = 2/ / (y +4) dydx
0 Jx2-1
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3
dx

z2—1

&~
|
[\ ]

/: (v* +8y)

’ [(0+20) = [(2* = )" +8 (2% = 1)] o

2
(33— (2" —22% + 1+ 82 — 8)] du

&~
Il

2
(40 —zt - 6:52) dx

~
Il

=~
Il
S— —

5 2
X
40z — =— — 223

@’N
Il
RS

0

32
I,=80—-— -1
y =80 5 6

2
.@z% kg — m?.

Ejercicio 209.

Calcular I, del solido limitado superiormente por el plano z = 1 e inferiormente por la esfera 22 +
y?>+ (2 —2)> =4 paray >0, si 6 (z,y,2) = & kg/ m®.

Solucion

Representando las superficies y el solido, como lo muestra la Figura 3.72:

Figura 3.72
Region de integracion S

Intersecando las dos superficies:

z=1; 22+y*+(1-2)2=4
2?2 +y?=3

Proyectando en el plano zy, representando la region D en la Figura 3.73:

Figura 3.73
Region de integracion D
Ty

2

Se utilizaré coordenadas cilindricas por la forma del solido y la region D.
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Transformando a coordenadas polares:

2 2 _ 0
e +y" =3 P(V3,0): tgb=Y = — =0 = 0=0
r?=3 r 3
0
— V3,0): tgd=—==0 = f=n
r=+3 P(- )i tg 7
0<r<+v3 0<6<m

La altura z del s6lido queda como:

z=1 ; 2=2—/4—2%2—y?
2=2—4—-1r?2

2—yV4—-1r2<2z<1

Entonces los limites de integraciéon en coordenadas cilindricas son:

0<f<nm
S 0§7‘§\/§

2—y4-r2<z<1

Iy :///z2 0(z,y,2) dV

s

1
2

e [ L

s

T \/§ 1
Imy:/ / / r dzdrdf

4 Va—r?

drd€

Por lo tanto:

Ixy:/ /ﬁ [1—(2—\/4 )] v drdo
0 0
Ixy:/.w/\/g (r Va=r2—7) dras

0 0

. v
- [ “a

L,=2[ a6
6 Jo
Imy = § 4
6 0
Iy = %w kg — m?.

Ejercicio 210.

Sea el s6lido homogéneo limitado por la superficie 22 +y% 422 = 1 y los planos y > =, y > —z, z > 0,
calcular el I, y su radio de giro respecto al eje z.

Solucion

Representando el solido (Figura 3.74):
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Figura 3.74
Region de integracion S

Por las caracteristicas del sélido, se recomienda utilizar coordenadas esféricas.

Para hallar el angulo 6, en el plano zy se tiene (Figura 3.75):
Figura 3.75
Region de integracion S

y=2z = y =tgh=1 = 9:%
3
y=—-z = y =tgh=-1 = G:Zw
s 3
— <0< -
1="=q"

Transformando la ecuacion de la esfera a coordenadas esféricas:
2ty t2=1
PP =1
p=1
0<p<1

Para hallar el angulo ¢, representando la traza en el plano yz (Figura 3.76):

Figura 3.76
Traza en el plano yz

Enel punto P(0,1): cosp==2=1=1 = ¢p=
P(1,0) : cos<p:§:0 = p=

™

<p< —

0<p< 5
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Entonces los limites en coordenadas esféricas quedan como:

Calculando la masa del sélido:

Calculando I.:

ZVI—/S//E(x,y,z) av

%7\' 5 1
M = K/ / / p? sin pdpdpdd
= Jo Jo

3
K (17
M=— sin pdpdf
3 )= Jo
K [i7 5
M==— —(cos )| db
3 /= 0
3
K (17
M = ) —(0—1) df
T
K |i7
M==—20
3 L
4
M= %7‘( kg

1, :/// (1'2+y2)5(r,y,z) dv
s
%7\' 5 1
I, = K/ / / p?sin? ¢ - p? sin pdpdpdd
= Jo Jo

3 ™
K [a™ [z
I, = E/ / (1 — cos? ) sin pdpdf
= Jo
4

3 3
K el 3
Izzg/1 (—cosgp—&-%)

0

[ oen(+2)]a

do

Calculando el radio de giro respecto al eje z:

I =
3
K [i7 2
IL=— 2 de
5A 3
4
2 i
I==—-K ¢
K]
4
2 1
I,=—-K =
152"
Kr 9
I,
r, =14/ -—
M
Kn
_ 15
Tz =\ Kx
6
2
r, =4/ - m.
5



CAPITULO &

Introduccion al cdlculo de
campos vectoriales






Capitulo 4

Introduccién al calculo de campos
vectoriales

4.1. Campos vectoriales

Una funcién vectorial de variable vectorial (campo vectorial) es una aplicacion F:R" = R", donde a
cada punto de R™ le corresponde un vector en R (Alcazar, 2022).

Sea F:DCR"—R"

Donde Z = (z1, 2, ...,Tp)

f1, foy ..., fn funciones reales de varias variables, llamadas funciones componentes
Dﬁ:Dflﬂngﬂ...ﬁ Df",

R conjunto de vectoes pertenecientes a R™.

El campo vectorial generado es un conjunto de vectores cuyo punto inicial de cada vector es el punto
que pertenece al dominio de F. No es posible graficar todo el campo vectorial, pero si una parte
razonable de éste. Si D es un conjunto de puntos de R?, el campo vectorial en R?> queda definido como:

F:DcR > R?

(z,y) = F(T’y) =P(z,y)7+Q(z,y) = (P, Q)
A cada punto (z,y) € R? le corresponde un vector con dos componentes en R2.
Si D es un conjunto de puntos de R*, el campo vectorial en R? queda definido como:
F:DCR* R

(x,y,z) = ﬁ(x,y,z) = P(.iB,y,Z)T-&-Q(:E,y,Z)j—&-R({E,y,Z)EZ <P)Q)R>
A cada punto (z,y, z) € R? le corresponde un vector con tres componentes en R® (Stewart, 2012).
Ejercicio 211.
Determinar el dominio de la siguiente funcioén vectorial de variable vectorial.

F(z,y) = \/g 7+ arccosz]

Identificando las funciones componentes y hallando su dominio:

P(x.,y):\/g = DP:{(Ivy)E[RZ/%ZO}

Q (z,y) = arccosz = DQ:{(x,y)e[Rz/—lgxgl}
Dﬁ:DpﬁDQz{(x,y)E[RQ/%ZO A 71§x§1}

Solucion

Representando el Dz en la Figura 4.1:
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Figura 4.1
Dominio de F (z,y)

Ejercicio 212.
Determinar el dominio de la siguiente funcion vectorial de variable vectorial:

ﬁ(x,y,z) =z —a?—y? T+ ch(zz) J+ arcsin z k

Solucion
Identificando las funciones componentes y determinando su dominio:

P(z,y,z)=+z—22>—y?> = Dp= {(z,y,z) ERY Jz—a® —y? > 0}
Q (z,y,z) = ch(zz) = Dg = {(m,y, z) € [R3}
R(z,y,z) = arcsin z = DRz{(x,y,z)G[R?’/flgzgl}
Dﬁ:DPﬂDQmDR:{(I'y,Z)GlR3/2*332*’!/220 A-1<z<1}
Representando el D en la Figura 4.2:
Figura 4.2
Dominio de ﬁ(:)z,y,z)

Ejercicio 213.
Sea el campo vectorial:

F(z,y) =yi—af

Describa F trazando algunos de los vectores de F.
Solucion
Se halla el D :

Dp={(z,y) € [R2}

En la Tabla 4.1 se muestran algunos puntos del Dz y los valores de salida (vectores) de F.
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Tabla 4.1

Vectores F(x y) asociados a puntos (z,y

) )
(@y) | Flay [ @y [Flay| @y | Flay
(17 0) <0 71> (71, 0) <07 1> (2> 2) <27 72)
(3,0) | (0,-3) | (-3,0) | (0,3) (-2,2) (2,2)
(0,1) (1,0) (=1,0) | (=1,0) | (—=2,-2) | (-2,2)
(0,3) (3,0) (0,-3) | (-3,0) (2,-2) (—2,-2)

Representando algunos vectores que son parte del campo vectorial Fenla Figura 4.3:

Figura 4.3
Campo Uetonal de F(z,y)

/-
oS L kS
—/

Describa F trazando algunos de los vectores de F.
Solucion
Se halla el D :

Ejercicio 214.
Sea el campo vectorial:

D= {(m,y, z) € (Rg}

En la Tabla 4.2 se muestran puntos que son parte del Dz, asi como los valores de salida (vectores) de

-

F.
Tabla 4.2

Vectores ﬁ(w,y, z) asociados a puntos (x,y, z)

(@,y,2) | F(z,y,2) | (29,2 | F(z,y.2) | (29,2 | F(z,y2)
(0,1,0) k (=1,1,1) k (0,2,—1) 2k
(0,—1,0) k (1,-1,1) | -k 0,-1,2) | -k
(1,1,1) E (1,1,-1) E (0,-2,3) | —2k

Representando una pequena parte del campo vectorial Fenla Figura 4.4:

Figura 4.4
Campo vectorial de F (z,y,2)
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Ejercicio 215.
Haciendo uso de un software matematico, muestre en una figura los vectores que tienen su punto
inicial en (z,y,2) € Dy del campo vectorial siguiente:

ﬁ(x,y,z) e* _’+arctg\fj+x2k

Solucion
Determinando el dominio, de F' :

Dp={(z,y,2) eR® /y >0}

Utilizando el software Geogebra la representacion de una parte del campo vectorial F (z,y,2) esta
dada en la Figura 4.5:

Figura 4.5

Campo vectorial de ﬁ(m,y, z)

=7 7

4.2. Gradiente, divergencia, rotacional.

v' Gradiente
Sea f (z,y) una funcion escalar, el gradiente de f esta dado por:

grad § o) = V1 (avy) = 2L AL 005 (1)

De la misma manera, si f(x,y, 2) es una funcion escalar, el gradiente de f esta dado por:

0 0 0
grad f(2,9,2) = Vf (2,1, 2) = f(g;cy,Z)pr f(gyyyw)jJr f(Z;yJ)

Vf es un campo vectorial en R? y R? respectivamente, denominado campo vectorial gradiente.
Un campo vectorial F' es conservativo si éste es el gradiente de alguna funcion escalar f, es decir si
F =V f, denominéndose en este caso a f funcion potencial para F (Stewart, 2012).

k (4.2)

v Divergencia
Sea V el operador vectorial diferencial nabla dado por:

0 0 0 -
= —7+ —7+ —k 4.3
v oz + 8y] + 0z (43)
Y sea F = PT+ Q1+ RE un campo vectorial, entonces la divergencia de F esta dada por:
- -~ 0P 0Q OR
divF=V-F=— 4.4
i v o + = ay + — oz (4.4)

Dondc P, Q, R tienen derivadas parciales continuas en una region.

Si Fesel campo de velocidades de un fluido, la div F da informacién sobre el flujo o desplazamiento
de la masa (Palacios, 2017):

a) Si div F>0,enun punto P, la masa fluye del punto. P es una fuente.

b) Si div F<0enun punto P, la masa fluye al punto. P es un sumidero.

¢) Si div F =0 es un fluido incompresible.

Es importante mencionar que la divergencia de un campo vectorial es un escalar.
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v Rotacional
Sea V el operador vectorial diferencial nabla dado por:

Y sea FF = Pr+ Q7+ Rk un campo vectorial, entonces el rotacional de F esta dado por:

T 7k
_ | & 8 2

rot F=VxF=|2 5 5 (4.5)
P Q R

Donde P, @, R tienen derivadas parciales continuas en una region.

El rotacional muestra la tendencia de un campo a inducir rotaciéon alrededor de un punto.

Si F representa el campo de velocidades de un flujo de un fluido (Stewart, 2012):

a) Si rot F="10enun punto P, el fluido es libre de rotaciones en Py F se denomina irrotacional en
P. ( F es un campo conservativo).

b) Si rot F # 0 en un punto P, las particulas cercanas a P en el fluido tienden a girar alrededor del
eje que senala el rotacional 1?

Hay que notar que el rot F es un vector.

Ejercicio 216.
Sea la funcién:

2
f(z,y) =In (%erg)

Hallar un campo vectorial F (2,9, 2) que sea conservativo.

Solucion

Para que F sea un campo conservativo se debe cumplir que F= grad f.
Por lo tanto:

F(z,y,2) = grad f (z,y,2)

~ af ., of ., Of =
F(Ly,z):%%}-afyj—‘—gk
. 2 2 9 2 2 2 9 2 2 2 9 2 R
F(%y”z)zx ty o z ?+x Tty J z f+w ty o0 z i
22 Ox \ 22 + 9?2 22 Oy \ 2?2 + 92 22 0z \ 2?2 +9?
Fla _x2+y2 —2222 22 492 —2yz? | 2?4?22 i
(:Lvyvz)f 22 (1’2+’[/2)2 22 : (.Z'2+7/2)2 22 lZyZ
o 2r 2y, 2=
F(z,y,z):—7x2+y21 12+y2j+;k

Ejercicio 217.
Sea V' el campo de velocidades de un fluido:

—

V(z’yvz):<y_wv Y, .’E—22>

Hallar div V.
Solucion

. 0P 0Q  OR

dﬂ)vzaix'f'aiy‘i‘az
divV=-14+1-2
div V. =—-2

Como la div V es negativa, entonces el fluido se esta comprimiendo ¥V (z,y,2) € Dy.

Representando el campo vectorial V enla Figura 4.6:
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Figura 4.6
Campo vectorial de V (z,y,2)

Ejercicio 218.

(Paraqué puntos (z,y) del campo vectorial 17("57 y) = %$2 + y 7 el fluido se ésta expandiendo?
Solucion

El fluido se estara expandiendo para todos los (z.y) tales que div vV >o.

-~ 0P 0Q
divV = — + —
v o + 3y
divV =z+ 2 >0
Representando la ecuacion z = —y? y los puntos (z,y) donde el fluido se esta expandiendo en la
Figura 4.7:
Figura 4.7

Puntos (z,y) donde el fluido se ex-
pande

/! 1//

P N T

Por lo tanto el fluido se esta expandiendo V(z,y) € R? / z +y% > 0.

Ejercicio 219.
Sea F' el flujo de un fluido dado por:

F(z,y) = —2y7+a]

Hallar el rot F.
Solucion

rot F =

n

77k
o0 9 20
ox oy 0
-2y =z 0
= (0(0) Oz (0(=2y) 9(0) _o(=2y)\ »
rot F' = (7811 5) 7+ ( p p 7+ ay k
rot F =07+ 07+ 3k

En este caso el rotacional es constante independientemente de su posicion. La cantidad de rotacion es
el mismo en todo punto del espacio.
Representando el campo vectorial en la Figura 4.8:
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Figura 4.8
Campo vectorial de F (q: y)
///‘,__.‘x_\‘\.“‘\

////'4-.._"\"\.\\

o oalome WY
102~ TXANN,
AR
T enacliy
NN \\,____...// A A
\\H“____.////'
Ejergicio 220. i
Sea F' el flujo de un fluido dado por:

F ('T7 Y, Z) = <ez7 2y> 73Z>
Es F irrotacional?
Solucion

Para que F sea irrotacional, se debe cumplin que rot t F = 6>
|77k
rot F' = % gy i?z
e’ 2y -3z
- A(=32) 0R2y)\ . [o(e") 9(-32)\. [0(2y) I »
ot F=|—"F— —/—2~ - - k
"o ( dy 9 )" + 0z ox I+ Oox dy

rot F = 07+ 07+ 0k

Por lo tanto si es irrotacional.

4.3. Integrales de linea, de 1 especie.

Las integrales de linea o llamadas también curvilineas son integrales simples de campos escalares sobre
curvas C en R? y R? (Stewart, 2012).
Sea: f:DCR?—=R

C:la;b] — R?
z = f(z;y)
C:y=g(x)

Donde f (z,y) es continua ¥(z,y) € y = g(z).
Esta integral de linea tiene la forma:
[t
c

Donde ds = +/(dz)? + (dy)?
Se presentan tres casos:
1. Integral en términos de = (Figura 4.9):

Figura 4.9

C en términos x

]

% y=g(z)
e Tdy

/‘ ! ﬂ g T"“’

a<z<b

/ ,ym—/f,g Vi+lg@) do (4.6)
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2. Integral en términos de y (Figura 4.10):

Figura 4.10
C en términos de y

c<y<d
L1 ds—/ £y 1+ )P dy (4.7)
3. Integral en términos de ¢ (Figura 4.11):
Figura 4.11
C en términos de t
! b
p dx ’
(::3_'_ e =y (1) = P (i)
o & .
~ y ()= :j;;—” it
!//
i Zn
ar
a<t<b
' b 2 2
/Cf (z,y) ds = / o1 (t),2(t) \/[@1/ @) + [’ (@) dt (4.8)
Si C es la union de una cantidad finita de curvas suaves Cy,Cs, ..., C,, entonces:

/fxy ds—/fxy ds-i—/fmy ) ds+- /fzy (4.9)

Sea: f:DCR3—=R
C: [a;b) —R®

w=f(x,y,%)
d..
r=p1(t) = =0 (1)
dy
C: = g
y=w2(t)= -5 =92’ (1)
dz ,
Z*%U):‘Ef% (t)

Donde f (z,y, z) es continua V (z,y, z) € C (Figura 4.12)
Esta integral de linea tiene la forma:
[ fw) as
c

Donde ds = /(dz)2 + (dy)? + (dz)?
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Figura 4.12
C en el espacio tridismensional

———

a<t<b

b
[ Hewas= [ 1000000 Vor 07 + o 07 + ' 1)

Ejercicio 221.
Calcular la siguiente integral:

/yds
Jc

C:{ y:—zx

T=y
Solucion
Representando C en la Figura 4.13:

Figura 4.13
Curvas de integracion Cy y Ca

Sea Ci:y=-—z
Cy:x =192

/yds:/ yds—i—/ y ds
C (of] Co

Calculando la integral para Cj:
glz) =y = -z

g'(x) =1
ds = \/1+[¢ (@) dz = 1+ (1) dz = V2 dz
0<z<1
1
1
/yds:/—ufr,‘\/ﬁcla::—écv2 :—Q
Je, Jo 27,72
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Calculando la integral para Co:

h(y) =z =y
W (y) =2y

ds =\/1+ W) dy = V/1+ (29)2 dy = /1 + 42 dy
-1<y<0

0

: 0 1 3 1
/ yds:/ y\/l—i-4y2dy:1—(1-#—45/)2 :E(1—5\/5)
Ca

-1
Por lo tanto:
V2 1
_ 2L (1 58)
/ yds = 5 + B ( 5vV5
Ejercicio 222.
Calcular la siguiente integral:

[ @=was
e}
z=0
C:{ y=1-2?
y=0
Solucion
Representando C en la Figura 4.14:
Figura 4.14
Curvas de integracion Cy, Cy y Cs
Sea Ci:x=0
Cy:y=1—2a?
C3 LYy = 0

C 101UCQU03

/;(x‘y)dsz/;1 (x—y)ds+/;2(w—y)dw/;x(w—y)ds

Calculando la integral para C7, dejando en términos de y:
h(y) =z =0 ; 0<y<1
h'(y) =0

/ (x*y)d-s’:/ —y\1+ [ () dy
( dS*/O —ymdy

1
f/ydy
1 0




Calculando la integral para Cs, dejando en términos de x :
glx)=y=1-2>;0<z<1
g'(z) =2

(z—1+42%) 1+ [¢'(2)] da
/ (x2+x—1)\/mdm
/2
/ = (@P+2-1)V1+422 dx
2
/c (:r:fy)ds:/o 223/1 + 4a2 d.r+/()lx\/1+4:r:2 d.rf/olx/l+4.r2 dz

Calculando la integral indefinida:

Q

e
2

2

Q

Q
H
L ST S~ 3~

/md
u=uz Jdv=[aV1+4a?
du = dz v=L (1+422)?
/ﬁmdz:%(umﬁf% (14 42%) % do
/xzmdx:%(l+4x2)%f%/( +42?) V1 422 de
/aﬂmdag:%(H—M% /mdx_f/@mdx
?/ﬁm—%aﬂﬁ)%_%/mw
/sz—%(uw)%f%/mdr
/Cz(Tfy)ds—%(lJrllcr)% /\/mdw—(uu % /m(h

—2(1+4

/ \/7+x2dx
0
1
1 1+x2+11n x+ 1+ZE2
S DAY e - -
. 3 |"Va 1 Vi

0
' 7 1
— gln<w+§ 1+4xz>

1

wlw

1 2

1 1

v — _r o1 3T 2\ 3
/Cz(f y)d5713(1+41) +12(1+4l) . 317(14—41)

/(?L'fy)dsf \[ \/57\/5(731n<1+\/§>1+21
Cs

0 0

1
13 12 3 2 2

" 239 7 1 1
ds = 7—\/5+71n<7) - =
/02 (= =) 156 6 24++/5 12
Calculando la integral para Cs, escribiendo la ecuacion de la recta y = 0 en forma paramétrica:
R=(-1,0)

.. lr=l-t= pr(t)=1—1t; ¢ (1) =~1
P ly=0 :>502(t):0§<ﬁ2/(t)20

ds—\/ [ (O] + 2’ (¢) y? dt
ds = +/( 71)2+(0 dt
ds =dt
0<t<1
! 1\ 1
(x—y)ds= (I—t)ydt=(t— =t ==
C3 0 2 0 2




Por lo tanto:

(=21

1 239 7 1
/c(ac—y)dS——E—ﬁ 5+ ln(2+\/5)—ﬁ+§

7 1 239 1
—)ds = ~In | —— ) - 222 /5 - =
/C(’” y)ds 6“(2+\/5) AT
Ejercicio 223.

Calcular la siguiente integral:

/ z \/2y% + 22 ds
c
222 +22 =4
C: y=x
1" Octante.
Solucion
Representando C en la Figura 4.15:

Figura 4.15
Curva de integracion C

Parametrizando la curva C:

t =p/(t)=1
C:Sy=t =)/ (t)=1
2=VIS2 s ey ()= s

ds = /o1 (t) + @2’ (t) + 3" () dt

-2t \°
ds=4/12+12 + (—) dt
\/ Vi — 282

412
ds =1/24+ ——— dt
y T
/8 — 412 + 4¢2
dS— Wdt
2v/2
ds:Ldt
V2v2 — 2
2
ds = ——— dt
V212
P(0,0,2) : P(v/2,v/2,0) :
0=t V2=t
0= =t=0 V2=t
2=vV41-2¢ =422
0<t<V2



Por lo tanto:

V2 2
m\/22+z2ds=/ tA224+4-212. —— dt
/c Y 0 V2 —1t2

V2
2
/x\/2y2+z2ds=/ -2 ——— dt
c 0 2—t2
\/7 v !
T 22+z2ds=4/ — dt
/C v 0o V2-—1t2

e-mi”
1
2

/ac\/2y2+z2 ds=—-2
c

0
V2

/m\/2y2+z2 ds=—4(2—t2)%
c

/m\/2y2+z2 ds=—4(0—2%)
c

/mx/mds:wi

c

0

Ejercicio 224.
Calcular la siguiente integral:

/ (2 +9° +2%) ds
c

2 .2 .2
C:{m +y +2°=5

z=1
Que une los puntos (2,0,1) y (0,2,1) (la distancia méas corta).
Solucion
Representando la curva C en la Figura 4.16:

Figura 4.16
Curva de integracion C'

2492 + 22 =5

Para parametrizar méas facilmente, hay que hallar las ecuaciones de dos superficies mas simples cuya
interseccién es la misma curva C'.

Siz=1= 22+¢y>+(1)*=5
.’)32+y2=4

2,2 _
C:{x ty =4

z=1
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Parametrizando C : x=2cost = ¢ (t) = —2sint
C:{ y=2sint = @5 (t) =2cost
z=1 =3’ (t)=0
ds = /o1 (1) + 92" (1) + 3 (1) dt
ds = \/(—=2sint)? + (2cot )2 + (0)2 dt
ds =2dt

Para hallar los limites de integracion:

P(2,0,1): P(0,2,1):
2 =2cost 0 =2cost -
0=2sint =t=0 2 = 2sint :>t:§
1=1 1=1
s
0<t< —
- T2

Por lo tanto:

Bl

/(m2+y2+22)ds:/ (4cos®t +4sin®t +1) 2 dt
JC JO

/ (:r2+y2+z2)ds:/ 10 dt
c 0

2

1
/ (2 +y*+2%)ds=10¢
c

0

/ ($2+y2+z2)ds:57r
c

g z+y
=
C 15 —4z
z2=4—a22 —y?

C: r4+y=1
1¢" Octante

Ejercicio 225.
Calcular la siguiente integral:

Solucion
Representando la curva C' en la Figura 4.17:

Figura 4.17
Curva de integracion C
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Parametrizando la curva C:

x=1 =’ (t)=1
C:{y=1-t :>g0’2(t):—
2=34+20—22 =y (t) =2—4t

ds = /1% (t) + @2 (t) + 3" (t) dt
ds = /(1)2 4+ (—1)2 + (2 — 4t)2 dt
ds = /2 +4— 16t + 162 dt

= /6 — 16t + 162 dt
ds = /2 \/3 — 8t + 8t2 dt

Determinando los limites de integracién:

P(0,1,3) : P(1,0,3) :
0=t 1=t
1=1—¢ =t=0 0=1—t¢ =t=1
3=3+2t—2¢2 3=3+2t—2t2
0<t<1

Por lo tanto:

1T HY 1 _ t+1—t
/Lds ta-te V2 /3-8t + 82 dt

15 — 4z \/107 (3 + 2t — 2t2)
oty t—t
/ Y gs =2 (t—r)e /3-8t + 82 dt
15 -4z o V15 —12 — 8t + 8¢t2
oty Lot —t
/ we™ e vie [ ) s mrema
15— 4z 3 — 8t + 82
Tty
_wyetV 9
ds = t—t2) dt
/ i J}/( )

4 z+y 2 3
_xyer™V t 4
d —
/ g =V ( 3 )
g T+y 1
wye™tV.
d —
/ T =V ( 3)
/ zye*TY d V2

0

-1 6"

4.4. Aplicaciones de las integrales de linea, de 1°* especie.

Con las integrales de linea de campos escalares se pueden realizar aplicaciones geométricas (longitud
de arco) y aplicaciones fisicas (masa, centros de masa, momentos de inercia de alambres) cuya forma
es de la curva C en R2oR?, donde la densidad varfa en cada punto (z,y)o (z,y,2) € C (Kassir,2009).
1. Longitud de curvas en R? y R3.

L:/Cds (m). (4.11)

2. Masa de alambres delgados.
Sea § : C C R? = R, donde 6 (z,y) es la densidad lineal distribuida en forma continua en C' en kg/m:

]\1:/C6(x7y)ds (kg). (4.12)

Sea § : C C R® — R, donde d (2,9, 2) es la densidad lineal distribuida en forma continua en C' en
kg/m:

229



]W:/ 0 (z,y,z
c

3. Centros de masa de alambres delgados
Sead:CCR? =R
El centro de gravedad esta dado por:

M,

YT
M,
="M

Donde M, M, son los momentos de masa dados por:

)ds  (kg).

(m).
(m).

I\/Iyz/asé(x,y)ds (kg — m).
c

I\/IZ:/Cy(S(:c,y)ds (kg — m).

Sead:C CRP—R
El centro de gravedad esta dado por:

_ Myz
T M
M,
V="M
_ ]\/fzy
z=—+
M

(4.13)

(4.18)
(4.19)

(4.20)

Donde M,., M,., M,, son los momentos de masa respecto a los planos coordenados yz, zz e xy

respectivamente, dados por:

]Wyzz/:cé(m,y,z)ds (kg — m).
c

M, = / Y 5(%% Z) ds (kg —III).
(e}

My = / 26 (z,y,2)ds (kg —m).
c

4. Momentos de inercia de alambres delgados.
Sea 0:CCR?—=R
Respecto a los ejes coordenados:

&
I

y? 6 (z,y)ds

~
Il

<

2§ (x,y) ds

T~

Respecto al polo:

Io:/ ($2+y2)5(ff7y)d5
c

Sea 0:CCR3—=R
Respecto a los ejes coordenados:

&
Il

@’\4
I
T~~~
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(y2 + zz) 0 (z,y,2)ds
(x2 +22) .6 (2,y,2) ds

(1‘2 + yz) O (z,y,2)ds

( kg — n12) .

(kg—m?).

=1, +1, (kg — m2)

(kg—mz).
(kg—mQ).
(kg—m2).

(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
(4.28)

(4.29)



Respecto a los planos coordenados:

I‘”JZ/ Z26(Iayvz)d5 (kg—mz).

c

I:):z:/ y25(r,y,z)d5 (kg_mQ)
C

L= [ 46wy 2)ds (ke —m?).
C

Respecto al polo:

10:/ (2 +y* +22) 6 (2,y,2)ds = Iys + Lo + Iy (kg —m?).
c

Ejercicio 226.

Calcular la longitud (més larga) de un alambre delgado que tiene la forma de la curva C' :

(y — 2)? = 4 entre los puntos (0,24 /3) y (1,0).
Solucion
Representando la curva C en la Figura 4.18:

Figura 4.18
Curva de integracion C

Ordenando la ecuacion de C' :
2 2
r—1 y—2
- Z_Z) =1

1
=cost = z=2cost+1 = ¢’ (t) =—2sint

Parametrizando C :

T —

C: 2
y—

]

=sint = y=2sint+2 = o’ (t) =2cost

N ‘

P17 (t) + 22 (1) dt
ds = v/(=2sint)2 + (2cost)? dt

ds = /4 (sin2 t + cos? t) dt

ds =2 dt
Hallando los limites de integracion:
P(0,2+\/§>:
0=2cost+1 = cost:f% - f—2
243 =2sint+2 = sint=§ /_37T
P(1,0):
1=2cost+1 = cost=0 N t——z
0=2sint+2 = sint = -1 2
s 2
——<t< =71
2~ 73
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(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

(x—1)2+



L:/ds
C

im & 2 ™ 7
L:[ 2dt:2t/7 :2(571'-‘(-5):*71' m.

s g
2 2

Ejercicio 227.

Calcular el centro de masas de un alambre delgado que tiene la forma de la curva C' : (z+4)2+y2

16,
entre los puntos (0,0) y (=2v/2 — 4,2v/2) (la distancia mas corta), si 6 (z,y) = |y| kg/m.

Solucion
Representando la curva C en la Figura 4.19:

Figura 4.19

Curva de integracion C

(c+4)2 42 =16 |

Ordenando la ecuacion de C:

Parametrizando C' :

o x=4cost—4 = 1’ (t) = —4sint
"] y=4sint = o (t) =4cost

ds = \[o1"? () + 2% (t) dt
ds = \/(—4sint)2 + (4cot t)? dt
ds = 1/16 (sin® ¢ + cos? t) dt
ds=4dt
Hallando los limites de integracion:

P(0,0):
0=4cost—4 = cost=1 o =0
0=4sin2 = sint =10 -

P(—zx/§—4,2ﬁ);
2
—2V2 —4=4dcost—4 = Costzfg
2v/2 = 4sint = sint:?

0<t< -1

W~ w

Ahora:

d(z,y) = |yl =y = 4sint
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Calculando la masa: M= / 5 (z,y
3

M:/4 Asint 4 dt
0

3
5T

M = —16 cost

0

V2
M=-16 (—2 - 1)

M=16+8V2 kg

Calculando los momentos de masa respecto a los ejes x e y respectivamente:

M, :/ y o (x,y)ds
c

sl
3

]\/[z:/ 4sint-4sint4 dt
0
3

M, =64 / sin?t dt
0

M, = 32 (t - %sith)

0

3 1.3
M, =32 |:(Z7T — 5 sin 57{') —(0— 0)}
M, =16+ 247 kg —

/r&xy

3

1w
/ (4cost —4)4sint 4 dt

3
am
= / (sintcost — sint) dt

3
sin?
+ cos t)

i

0

1
M, =64 {(2 sin — 7r +cosi7r>—(0+1)

1 V2
My—64<421>
My = —48 —32v2 kg —m.
Por lo tanto: c.g(Z,7)
=My Mz
M YT M
_ —48-322 _ 16+ 24w
YT 618V YT 161 8v2
. 6+4V2 243w
z:mm. y—2+\/§
6+4v2 2+37
2+v2 2+2
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Ejercicio 228.
Calcular la masa de un alambre delgado que tiene la forma de la curva C representada graficamente

en la Figura 4.20 entre los puntos (2,0,0) y (0,2,4), si § (z,y,2) =  kg/m.
Figura 4.20
Ejercicio 228

Donde C : C; U Cy
Solucion
C4: Hallando la ecuacion de la recta entre los puntos (2,0,0) y (2,2,0).

—

R =(0,2,0)

r=2 =o' (t)=0
Cr:qy=2t =/ (t)=2

z2=0 =3’ (t)=0
ds = o1 (8) + 2 (8) + 00 (1) dt
ds = V4 dt
ds=2dt

Hallando los limites de integracion:

P (2,0,0) : P (2,2,0):
2=2 2=2
0=2t =t=0 2=2t =>t=1
0=0 0=0
0<t<1

d(z,y,2) =2 =2

. . y=2
Cy: Parametrizando { Y g2

r=—t = ¢’ (t)=-1
Cy: y=2 :><,02/(t):0
z2=4—1 =3 (t)= -2t

ds = o1 (8) + 2 (0) + 00’ (1) dt
ds = /(=1)2+ (0)2 + (—2t)2 dt
ds =1+ 4t2 dt

Hallando los limites de integracion:
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P(2,2,0): P(0,2,4) :

2=t U=—t
9-9 St=-2 2= =>t=0
0=4_ 2 4=4—¢
-2<t<0
§(x,y,2) =x=—t
Por lo tanto: jw:/ §(x,y,2)ds
c

M

/5(x,y,z)ds+/ 0 (z,y,2)ds
C1

Ca

1 0
M:/Q-Zdt+/ —t\V1+4t2 dt
0 2

0

1y N
M=4t]| — — (1+4t%)°
o 12 -2
M=4—~a—27)
12
37
M=— k
6 g
Ejercicio 229.
Calcular I, de un alambre delgado que tiene la forma de la curva C, si § (z,y, 2) = 7”1J;W (kg/m).
z=5—x%—y?
C:q z=1

z2>20

Solucion
Representando la curva C' en la Figura 4.21:

Figura 4.21
Curva de integracion C

Parametrizando C:

r=1 = ¢’ (t)=0
C:{ y=t = @' (t)=1
=41t = p3'(t)= -2t

ds = \/801'2 (t) + @2 (t) + 3’ (t) dt
ds = /(0)2 + (1)2 4 (—2t)2 dt

ds = /1 + 42 dt
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Hallando los limites de integracion:

P(1,-2,0): P(1,2,0):
1=1 1=1
—2=t =t=-2 2= =t=2
0=4—1t 0=4-—1t
—2<t<2

Por lo tanto:

Izy:/ 226 (z,y,2) ds
C
2
Ly :/ 2 VIHA
C z
2
Izyz/ (A=) V1442 1+ 42 dt
-2
2
%z/’@—ﬂ0+u%m
-2
2
%:/(Mﬂﬁ%ﬁﬁ
-2

4 2
Iy, =4t +5t5 — gtf’

-2

Ly = (402 +5@° - 520°) = (4-2)+5(-2° - 3-27)

224
Iy = = kg — m?.
Ejercicio 230.

Calcular I, del alambre delgado que tiene la forma de la curva C, si 6 (z,y,2) = 1—2+Ly2 kg/m.

224yt +22—42=0
C: y=ux
entre los puntos (0,0,0) y (v/2,v/2,2) (distancia més corta)

Solucion
Representando la curva C en la Figura 4.22:

2 ry? (222 =4

Figura 4.22
Curva de integracion C
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Parametrizando C :
r=t = ¢ (t) =
C:y==z = @ (t) =
z2=2—-V4-22 = @3’ (t) \/ﬁ_tw

ds = \Jor® () + 02 (0) + 95 (1)

2
ds = \/(1)2 )+ (%) dt

4t2
ds=1/2
s +4—2t2 dt

2
ds = —— dt
V2 —t2

Hallando los limites de integracion:

1
1

P (0,0,0) :
0=t
0=t = t=0
0=2—+4—2t2
P(\/i,\/i,Z):
V2=t
V2=t = t=V2
2=2—+/4—-2t2
0<t<vV2

Por lo tanto:

vz .
L :/ 2t (2—17) 72 dt
0

4.5. Integrales de linea de 29 especie.

"Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva suave C' dada por una funcion vectorial
7(t),a < t < b. Entonces la integral de linea de F a lo largo de C' es: fcﬁ - dr "(Stewart, 2012, p.
1071).
Las integrales de linea de 29* especie son integrales simples de campos vectoriales sobre curvas en R?
y R3.
Sea F:DcCR?— 1R?

C :a;b] - R?
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F(2,y) = P(z,9)T+Q(z,9) ]
P(z,y), Q(x,y) son funciones continuas en C.

/ﬁ(x,y)~d?:/P(x,y)da:JrQ(ac,y)dy
c c

De forma similar que para las integrales de linea de 1¢"® especie, se puede dejar a la integral en
términos de x, de y y parametrizando C.
1. Integral en términos de = (Figura 4.23):

Figura 4.23
C en términos de ©

b
/C P (w,y)do +Q (w,y) dy = / [P (2. 9(2)) + Q (¢, 9(x)) ¢ (2)] da (4.34)

2. Integral en términos de y (Figura 4.24):

Figura 4.24
Cen términos de y

Ao s n s ————— -~
L s a=h
dr = h'y)
esy=sd
d
/c P o) do +Q (a,y) dy — / P (h(y).9) K'(4) + Q (h(y) v)] dy (4.35)

3. Integral en términos de ¢t (Figura 4.25):

Figura 4.25
C' en términos de t

b
/C P (o) de +Q (2,y) dy = / [P (o1 (1), 02 (1) 1" (1) + Q (91 (8) 00 (8)) 0o’ (D]t (4.36)

Sea F:DCR®—R
C: [a;0)) =R
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F(r,y,2) = P(2,4.2)7+Q(2,9,2) J+ R(z,y,2) k
P(z,y,2),Q (z,y,2),R(z,y,2) son continuas en C.
C esta representada en la Figura 4.26.

Figura 4.26
C' en el espacio tridimensional

T =1 (t);de =1 (t)dt
C:q y=wp2(t);dy =5 (t)dt
z =3 (t);dz = @5 (t) dt.

/P(z,y,zwzw(x,y,z)dwR(z,y,z)dz:
C

b
/ [P (g1 (t), 02 (t), 03 (1)1 (1) + Q (01 (), 02 (1), 03 (1)) 2’ (t) + R (01 (), 2 (1), 3 (t)) @3’ (t)] dt
(4.37)

La integral de linea de 29¢ especie cambia su signo por el contrario, al cambiar el sentido del camino
de integracion.

Ejercicio 231.
Calcular la siguiente integral.

/(x—y>2dx+(x+y>2dy
C

C:y=1—-1—2z2| ; 0<ax<2

Solucion
Eliminando el valor absoluto en la curva C' :

l—z ; 1—22>0
[1—z| =
—(1-2); 1-2<0

1—xa; <1
|1—x|—{ i >

z—1; =>1
y= 2—z; l<zx<2 = Cy:y=2-=x

1-(1-2); 0<az<1
1—(z—1); 1<z<2
x

Y
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Representando C en la Figura 4.27:

Figura 4.27
Curvas de integracion Cy y Cs

/(x—y)zdﬁmy)zdy:/ <x—y)2dx+<x+y)2dy+/ (x—y)Pda+ (2 +y)2dy
C Cq

Ca

Integrando sobre Cy y dejando en términos de y:

Cy: y=x
dy = dx
0<y<1
! 2 2
/C )2 da + (z + 1) dy:/ (y—y) dy+(y+y)dy
1 J0
1
/ z—y) dx+(x+y)2dy=/4y2dy
(o} 0
4 1
/ Y do+ (z+y)dy = - y°
Cy 3 0
4
/ (=) de+ (x+y) dy =+
ol 3

Integrando sobre Cs y dejando en términos de x :
Co: y=2-—=x
dy = —dz
1<x<2

2
(:cfy)2dq:+(x+y)2dy:/l (x72+x)2dx+(x+27x)2(fdm)

2

(:L'—y)zdl'-l-(1"|'Ll/)2f‘{y:/1.2 [(21'_2)2_4] dx

©

2
(x—y)zd:r+(:r+y)2dy:/ (42® — 8z +4 —4) du
1
(o= do o+ )y =

2

(@—y)’de+ (v +y)dy = {(%—16) - (%—4)}

8
(:p—y)Qd:c—i-(:c—i-y)zdy:—g

2

2

Por lo tanto:

4 8
(x—y) d.r+(.r+y)2dy:§7§

4
(z—y) d.r+(.r+y)2dy:7§

o\o\
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Ejercicio 232.
Calcular la siguiente integral:

/Fuc,y)w
C

)
cx?+y? =2z (z>1, y>0), del punto (2,0) al punto (1,1).

Solucion
Representando C' en la Figura 4.28:

Figura 4.28
Curva de integracion C
Y
1 -
7 C
.
’
#
0.571 «
’
i
x
4 w05 0 05 1 15 ?
\
\ "
051{ % ‘
Y ‘,,
~ rd
. -,
5 1
= | = # .
(z-1)+y*=1

Parametrizando C :
C: 22-2z+1+¢y2=1
(=12 +y*=1

C- r=1+cost = dx= —sint dt
| y=sint = dy = cost dt

Hallando los limites de integracion:

P (2,0):

2=1+cost = cost=1 -
{6:sint = sint=0 '~ 0
P(1,1):

1=1+cost=cost=0 o
{1:sint =sint =1 :>t7§

s
0<t< —
-T2

Por lo tanto:

o]

(=9 ) - (dz, dy)

&

1

I
S~

(I,y) :

el
&
S
Il

ol

(z,y) - (—(sint)?,1 4 cost) - (—sint dt, cost dt)

(w,y) - (sin2 t sint + cost + cos® t) dt

[SE]

o1l
&
S
Il

(z,y) - [2(1—cosgt)sint+200st+1+cost] dt

[SE

s
=1
Il

S>3~~~
=y
5
Il
W= = S — S5~
oy

S— >—

F(z,y)- (2sint — 2cos®¢ sint + 2cost + 1 + cos 2t) dt
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- . 2
/F(r,y) dr' = 1 72c0st+gcos3t+2sint+t+1sin2t
c 2 3 2 o
= 1 ™ 2
I3 di == |(2 7)7 o4z
/C (x,y) - dr 5 { 3 < +3>}
- 1/20 7
Fley) di=- (24T
[Fen-ar=3(5+3)
~ 1
/F(a:,y)-df:—(20+37r)
o 12

Ejercicio 233.
Calcular la siguiente integral:

/ zdr+x dy+ydz
c
2 =4 — y2
C: =9 del punto (2,2,0) al punto (2,0,4)

Solucion
Representando C' en la Figura 4.29:
Figura 4.29
Curva de integracion C

Parametrizando C :

=2 = dr =0
C:{ y=Vd—t édy:fw%dt
Hallando los limites de integracion:

P (2,2,0): P(2,0,4):
2=2 2=2
2=y4—-t =>t=0 0=v4—-t =>t=4
0=t 4=t

0<t<4

Por lo tanto:

/Cz dq:+xydy+y2dz:/04 [z(0)+2m. <—2\/%)+(4—t)} dt

. 4
/zdw+1‘ydy+y2d2:/ (-14+4-1t)dt
c 0

4
/zdx+.7:ydy+y2dz=/ (3—t)dt
c 0
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2\ [*

/zdx+xydy+y2dz= <3t——)
c 2

/zdm+mydy+y2dz=4
c

0

Ejercicio 234.
Calcular la siguiante integral:

/f<z,y,z>~df
C

F(x,y,2) = 2T+ V1 + 227+ ek
2

y=x
C:< y+z=4  del punto (2,4,0) al punto (0,0,4).
x>0
Solucion
Representando C en la Figura 4.30:
Figura 4.30

Curva de integracion C

Parametrizando C:

=t = dx = —dt
C:{ y=1t2 = dy=2tdt
z2=4—12 = dz=-2tdt

Hallando los limites de integracion:

P(0,0,4) : P(2,4,0) :
0=—t =—t
0=1t2 =t=0 4 =1¢? =t=-2
4=4—1¢ =4 2
—2<t<0

Por lo tanto:

c c
/ﬁ(z,y,z)~d?z/zdm+\/l+x2 dy + €Y dz
c c

243



. . 3 o\ 3 2
F(z,y,z2),dr = —f4t+7(1+t)2 e

c 3 -2
_ 2 8 10
F di=(2-e0) - (-2 -8+ V5—¢t

[Fema.ar=(5-¢) - (-5 -5+ gvE-e!)
ﬂ 1

/F(:v,y,z),d 7<3+10\/5—3e)

c 3

Ejercicio 235.
Calcular la siguiente integral.

/ﬁ<x,y,z>~df
C

- I 1
F(‘T,y,z): <el+yvl‘+y7 >

z T1+4+a2
z2=4—a%—?
C:{ y=—x del punto (0,0,4) al punto (vV2, —v/2,0).
x>0
Solucion
Representando C en la Figura 4.31:
Figura 4.31

Curva de integracion C

Parametrizando C :
r=t = dx =dt
C:qy=—t = dy=—dt
z2=4-2t2 = dz=—4t dt

Hallando los limites de integracion:

P(0,0,4) : P(\/i, \/§,o> :
0=—t , =t=0 V2=t =t=12
0<t<V2
Por lo tanto: vty 1
dF = Tty .
/C (2,9, 2) - dF /C<e = 71+12> (dz, dy, dz)

’m

A

T+ Tty 1
(z,y,2) /ce Jdm+(7>dy+1+x2 dz
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/F( 2)-dif = /ﬂ P (—dt) + ! (—4t dt)
X T —
Wz o 4 — 2t2 1+ ¢2

V2
4t
_ 0
/F”” _/ <671+t2)dt

V2

/ﬁ(x7y7z)-dF:t—21n(l+t2)
Jc

0

/ﬁ(x,y7z)~dF:f—21n3
c

4.6. Aplicaciones de las integrales de linea, de 2% especie.

Sea F un campo de fuerzas que actia sobre una particula que se mueve siguiendo una trayectoria C1,
el trabajo total al recorrer C' esta dado por:

W=/ F.di (Joules) (4.38)
c

Si W > 0, el campo ayuda a la particula en su desplazamiento.
Si W < 0, el campo se opone a su desplazamiento.

Si W =0, el campo es perpendicular a su desplazamiento
(Alcazar, 2022).

Si C' es cerrada entonces:

W :f F.dr (4.39)
C

Ejercicio 236.
Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de C: y =1 — |1 — |, del punto ( 0,0 )
al punto ( 2,0 ), si el movimiento es causado por el campo de fuerzas F (z,4) = y7'— 227, Suponer que
el arco se mide en metros y la fuerza en newtons.
Solucion
Representando C' en la Figura 4.32:
_ [ 1-(1-2); 1—2>20 (z<1)
y=1-1-2| { I+(1—=); 1—2<0 (z>1)
_ z ; z<1 (Cy)
Y=Vl 2-a; 2>1 (Cs)

Figura 4.32

Curva de integracion Cy y Cy
Yy

05

W= [ P di= [ P [ Fay)-ar
C Cy Co

Calculando el trabajo sobre Cy:



Dejando en términos de z:

Cy: y=ux
dy = dx
0<z<l1

Calculando el trabajo sobre Cy:

ﬁ(w,y)-d’?:/ y do — z2dy
Ca

&)

=

2
(a:,y)-df':/ (2—m+12)dx
J1
2 3
(z,y) - dr = (2x—%+x )

e ar=(1-2+5) - (2-3+1)

Fla,y) - di = —g Joules

©

iy

¥

ol

©

Por lo tanto:

Ejercicio 237.

Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de C: 2% + y? = 4, del punto (0,2) al
punto (0, —2) en sentido del movimiento de las manecillas del reloj, si el movimiento es causado por el
campo de fuerzas F (x,y) = 2y?’— y27. Suponer que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons.
Solucion

Representando C en la Figura 4.33:

Figura 4.33
Curva de integracion C

Parametrizando C:

oy r=2sint = dx =2cost dt
"ly=2cost = dy=—2sint dt
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Hallando los limites de integracion:
P(0,2):

0 =2sint = sint =0 = =0
2 = 2cost = cost=1 -
P(0,-2):
0=2sint = cost=0 SN
—2=2cost = cost=—1 =7
0<t<nw
Calculando el trabajo: w= [ F (x,y) - dF
e}
W_/ <l‘ya7y> <d$7dy>
e}
W= | zydr—y“dy
c
W= (8sint cos® ¢ + 8sint cos? t) dt

0

s
w :/ 16 cos® tsint dt
0

W:f§c053t

0

W= %6 (cos3 T — CcOoS 0)

2
W= % Joules

Ejercicio 238.
Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de C', del punto (0,0, 4) al punto (4, 0,0),
si el movimiento es causado por el campo de fuerzas:

F(z,y,2) =2+ Lj’—i— wzk
2—z
Suponer que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons.
22 —dr+y*> =0
C: r+z=4
y=>0
Solucion
Representando C' en la Figura 4.34:
Figura 4.34
Curva de integracion C

2 —dr+y*=0

247



Parametrizando C': r=t = dx =dt

C:{y=Viat—t* = dy—idt

Vat—t2

z2=4—t = dz = —dt
Hallando los limites de integracion:
P(0,0,4) : P (4,0,0) :
0=t 4=t
0=V4t—t? =t=0 0=V4t—t> =>t=4
4=4—t 0=4-
0<t<4
Por lo tanto: w= | F (z,y,2
c
_ 2 Y
W= <T , rz> (dz,dy, dz)
c 2-
W= xzdx-i-idy—}-xzdz
Je 2-z
Vit—2 (2-1t)
W= — =+ t(4 - t)(—1)| dt
| Sy g T D
4
W= (t2+— 4f+f2)dt
0

4
W= [ (2> —4t—1)dt
0

4

2
W= (7t3—2t2—t>
3 0
W:%—?Q 4
3
2
W:EU Joules

Ejercicio 239.

Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de C| si este se desplaza de tal manera
que mirando desde el origen lo hace en sentido del movimiento de las manecillas del reloj. El movi-
miento es causado por el campo de fuerzas:

2
F(z,y,2)=¢" T+ if—i—mz E
Suponer que el arco se mide en metros y la fuerza en néwtons.
22+’ +22=1
C: r+y=1

2<0
Solucion

Representando C en la Figura 4.35:
Figura 4.35

Curva de integracion C
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Parametrizando C:

r=—t = dxr = —dt
C:{y=1+t = dy=dt
=—V-22 -2 = di= AL dt
Hallando los limites de integracion:
P (1,0,0): P(0,1,0) :
1=—t 0=—t
0=1+t¢ =t=-1 1=1+1¢ =>t=0
0=—v_2e2—2t 0=—vV=202 -2t
-1<t<0
Por lo tanto:
2
Wz/ F(x,y,z)-df’z/ <ey,z—,xz>-<dx,dy,dz)
c C Y
52
Wz/eydaz+fdy+xzdz
c Y
0 Vo=l oty 2t (241
wz/ o () o ¢ ) it N
1 t+1 V=212 =2t
0
t(t+1
W:/( +1) (2t2+t)>dt
1
0
W:/ (—e't2* —t)dt
1
9 . 2\
W = ‘t+1 7t377
(i3l
2 1
S N U
W= —¢ ( 3 2)
1
—ggfe Joules

Ejercicio 240.

Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de C, si este se desplaza de tal manera
que mirando desde el origen lo hace en sentido antihorario. El movimiento es causado por el campo
de fuerzas F (z,y, z) = (z, 2y, 2).
Suponer que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons.
24 .2 .2
T z¢=1
o { +y2+

y+z=1
Solucion
Representando C en la Figura 4.36:
Figura 4.36
Curva de integracion C
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Parametrizando C:
Es conveniente parametrizar usando funciones trigonométricas para evitar dualidad de signos con

raices pares, porque en este caso x es positiva y negativa.
24yt 2=1
y+z=1 =z2=1—y
P4y (1-y)?=1

224242 — 2y =0
1 1
2 2
2 - - ==
r°+ (y y+4> 3

1\ 1
2

2+2(y—2) ==
* (y 2) 2

2t (v-3) _,

N
cost =dx = ﬁsmt dt

—Llsint =dz=1costdt

nt+2 :»dy:%costdt
1
2 2

P(0,1,0) :
_ 1 —
0 ﬁcost = cost =0 -
12%sint+% = sint=1 = t:§+2k7r
=§f%sint = sint=1
T
Si k=0, t=—
i , 5
k=1, f:§7r
2
ks 5
—<t< =7
27 T2
Por lo tanto:
W= % (x,y, 2
c
W:f{ x,xy, z) - (dz, dy, dz)
c
W:f{rdTJrzyderzdz
A\ /% 1 tcost + ! cos®t L f+1 100 f+1§' tcost| dt
= ——sin — —gint+ = | — —cost+ - sintcost| dt
z | 2 2v/2 2 2 4 4
5 -
27 1 1 1 1
W= smtcost+7cos2tsint+—(2082t—7cost]dt
Je |4 42 42 4
A\ /%ﬂ-l't t+ ! t t+ ! 2t — L t}dt
= ——sint cos cos? tsin cos cos
E 42 sf 8v2 4
1 cost 1 1 1 B
W= (—Zsin?t— +—t+7sin2t—fsint)
(8 12v/2  8/2  16v2 4 :
1 5 1 1 1 1
W=(l|l-—-4+——F=1—-|—-|—+—= —
(5 1) (5 3)
s
W=—— Joules
42
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4.7. Teorema de Green.
Sea D una region encerrada por la frontera C' (curva) suave a trozos, orientada en sentido contrario
al de las agujas de un reloj. Si P y @ tienen derivadas parciales continuas en una region abierta que

contiene a D, entonces:
/ Pdx + Qdy = // (a—Q — 8—P) dA (4.40)

Este teorema se puede generalizar para el caso que D sea una union finita de regiones simples, es decir
D = Dy U Dy, donde D; y Do sean regiones simples también (Stewart, 2012).

Ejercicio 241.
Aplicando el teorema de Green, calcular la siguiente integral, donde C' es la curva cerrada dada por:
y =212 y=1, x =0 orientada en sentido antihorario.

f (arc tge® + yg) dz + (arcsiny — z) dy
c

Solucion
Representando C' en la Figura 4.37:
Figura 4.37
Curva de integracion D

La integral de linea planteada usando el teorema de Green se la transforma en una integral doble

mediante:
jl{deJery—// (@7‘9—13 dA

P(x,y) = arctge® +y> = %—P =2y

= arcsi 08 _
Q(ljay)—aI‘CSlnyfx = 97_71

T

Sea:

Los limites de integracion son:
0<z<1

2’ <y<1

Aplicando el teorema de Green:

11

}{ (arctge® + y2) dx + (arcsiny — z) dy = / / (2y + 1) dydz
C 0 Jz2

1
dx

2

1
%(arctgez+y2) dz—&-(arcsiny—x)dyz/ (y2+y)
Jo Jo

1
j{ (arc tge® + y2) dx + (arcsiny — z) dy = / (2 —at - 332) dx
c 0

1

.2 . z® 2?
(arctge® +y*) dx + (arcsiny — 2)dy = (20— — — —
e} 5 3
x 2 . 22
(arctge® +y )cl;v—&-(arcsm])/—a:)dy:1—5
Jc
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Ejercicio 242.

Aplicando el teorema de Green, calcular la siguiente integral donde C es la curva 22442 = 1

orientada en sentido antihorario.

f(e“’shy —y)dx + e"chy dy

Solucion
Representando C en la Figura 4.38:
Figura 4.38
Curva de integracion D
Sea:
P(z,y)=e"shy—y = %—P =e"chy —1
Q (z,y) = e*chy = ‘?)—z = e"chy

Aplicando el teorema de Green:

‘7{ (e"shy — y) dx + €“chy dy = // (echy — e®chy + 1) dA
c
D

% (e®shy —y) dz + e“chy dy = // dA
Jo J.
D

Pasando a coordenades polares:

24yt=1 P(1,0): P(-1,0):
1 0
r?=1 tg@—gzgzo tgf=—=0
z 1 -1
r=1 6= 0=n
O=sr=l 0<f<n
s 1
j(l{(e”shy—y) dx + e chy dy:/ / r drdf
c 0 0

1

do
0

T .2

]{ (e"shy — y) dx + € chy dy = / T
c 2

0

1 s
]{ (e"shy — y) dz + € chy dy = 7/ do
e 2.Jo

]{ (e"shy —y)dx + e“chy dy = = 0
c

0

N[y o=

7{ (e®shy — y) dz + e*chy dy =
Jc

Ejercicio 243.

(y > 0),

Aplicando el teorema de Green, calcular la siguiente integral donde C' esta dada por y = sinx,y =

0(0 <z <), orientada en sentido antihorario.

a0 o+ arccos V5 + %) dy

c
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Solucion
Representando C' en la Figura 4.39:
Figura 4.39
Curva de integracion D

Sea:
P (z,y) =sinz? +y? =

or
]
Q (z,y) = arccos \/y + z* = %—%z?x

Aplicando el teorema de Green:

?{ (sina:2 + y2) dx + (arccos /y + a:2) dy = // (2y — 2x)dA
c
D

?{ (sin z? + yz) dx + (arc cos\/y + :1:2) dy = 2/ / ’ (y — x) dydzx
c o Jo
T /2
f (sin 22+ y2) dz + (arc cos \/y + 12) dy = 2 / (% — my)
c Jo
]{ (sin x4 y2) dz + (arccos /y + 12) dy = / (sin? 2 — 2z sinz)dz
c 0

T (1 —cos2
7{ (sin z? + y2) dx + (arc cos \/y + x2) dy = / (¥ — 2z sin :1:) dx
c 0

sinx

dx

0

1 1
7{ (sinz? + y?) dz + (arccos /g + 2%) dy = 37— Zsian + 2z cosz — 2sinx
c

0

?{ (sinac2 + yz) dx + (arccos\/ﬂJr x2) dy = g — 27
c

3
7{ (sina® 4 y?) dz + (arccos \/y + 2?) dy = —3T
c
Ejercicio 244.
Qalcular el trabajo que se necesita realizar para desplazar una particula sujeta al campo de fuerzas.
F(2,y) = (Incosa? + y?, v/ + 2 — e¥) sobre la curva triangular que une los puntos (0,1), (2,2), (0,2)
y (0,1) en sentido antihorario.

Solucion
Representando C' en la Figura 4.40:
Figura 4.40
Curva de integracion D
T4 )
1)
rs“ B Y=gl
C
i
0.5
T
0 05 1 15 2
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Sea:

Calculando el trabajo:

P('T’y):thOS(L'2+y2 = @:2:[/

Qy =ve+2-e¢ = G2=71

W:ff(x,y)df

W= %<lncosx2+y2,\/x+2—ey> - {dz, dy)
Je

W= %(lncosx2+y2) dz + (\/x+2—ey) dy

Aplicando el teorema de Green:

Ejercicio 245.

Utilizar el teorema de Green para calcular el trabajo total realizado al mover una vez un objeto en
el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alrededor de la curva C, si el movimiento es
causado por el campo de fuerza F (z,y) = <arc tg /T + 42, xy2>. Suponer la fuerza se mide en newtons
y el arco en metros.

C: Consta de la cincunferencia 2 + 3> = 4 de (—v/2,v/2) a (=2,0). y los segmentos rectilineos de

2 2
Y 2
W= - d
/0 (2\/I+2 y) 242 v
2 2
W:/ ( 1 747\/az+2+(x+2) )d
0 T+ 2 4 4
s 1 2
W:Q\/x+2—4x—f(x+2)%+E(w+2)3
0
4 16 1 2
W=4-8—-+=—"-2/2+-v2-2
3+3 \[+3\[ 3

1
W= f§(2 +5V2) Joules

(—=2,0) a (0,0) y de (0,0) a (—v2,v2).

Solucion

Representando C en la Figura 4.41:

Sea:

Figura 4.41
Curva de integracion D

P(z,y) = arctg /T +y* = ’?)—g =2y
Q (z,y) = xy? = 52 =y
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Calculando el trabajo:

ﬁ(x y) - dF

W=
W=
W =

o\exﬁexbs\

Aplicando el teorema de Green:

W= /(y 72y)dA

arctg vz + %) dz + zy’dy
(

<arctgf+y my> (dz, dy)

D
Pasando a coordenadas polares:
()
2 2
xﬂ/z_ tgefgfﬁfo
r“ =4 T -2
r=2 0= §7r
0<r<2 4
3 <9<
-7
iTSVs
T 2
W= / (7“2 sin? 0 — 2r sin t‘)) r drdf
37 Jo
47r 2
W= / (r3 sin? 0 — 2r? sin 9) drdf
%7\' 0
/1 2 .
W= . (Zr4 sin?6 — §r3 sin 0)
W= (4sm Of—sma) df
%7\'
W:/ {4<1700529) 16 . H}de
3. 3
4
T 16 .
W:/ (272005207351n0>d9
Jan
W =

1
20 — sin 26 + ?6 cos 9)

3
T

= =
Il
(I N
[\
3
|
|5

1
+ §(8\/§ —19) Joules
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Conclusiones y
Recomendaciones

Conclusiones

En el presente libro se han explorado los fundamentos y aplicaciones del
calculo vectorial a través de cuatro capitulos, que abarcan desde funciones vec-
toriales de una variable hasta funciones vectoriales de variable vectorial. Cada
capitulo presentd el marco tebdrico necesario para abordar los ejercicios, ade-
més de incluir aplicaciones précticas que demuestran la relevancia del calculo
vectorial en diversas areas de la ingenieria y las ciencias.

En el Capitulo 1 se analizaron las funciones vectoriales de una variable,
proporcionando al lector las herramientas necesarias para examinar el compor-
tamiento de trayectorias y curvas en el espacio. La comprension de derivadas e
integrales en este contexto facilita la modelacién de fenémenos dindmicos esen-
ciales en la fisica y la ingenieria.

El Capitulo 2 se centré en el calculo diferencial de funciones reales de varias
variables, proporcionando un marco teérico para el anélisis de superficies y la
optimizaciéon de funciones. Las aplicaciones expuestas resaltan la importancia
del calculo diferencial en la resolucion de problemas reales, como la maximiza-
cion de recursos y el modelado de superficies complejas.

En el Capitulo 3 se profundizo6 en el calculo integral de funciones reales de
dos y tres variables, aplicando los conceptos para el calculo de areas, volimenes,
masa y momentos de inercia. Estas herramientas son fundamentales en el analisis
estructural y el disefio de componentes mecénicos.

Finalmente, el Capitulo 4 abordé las funciones vectoriales de variable vec-
torial y las integrales de linea, herramientas esenciales para la descripcion de
campos vectoriales, el estudio de elementos mecénicos como los alambres del-
gados y el analisis del trabajo realizado por fuerzas.

Este recorrido fortalece la comprension tedrica y prepara al lector para en-
frentar desafios reales en la practica profesional.

Recomendaciones

Para los estudiantes, se recomienda resolver los ejercicios en orden secuencial
con el fin de fortalecer la comprension progresiva de los temas. Ademas, es
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conveniente complementar el estudio con software de visualizacion matemética,
como GeoGebra o MATLAB, para obtener una representaciéon més intuitiva de
los conceptos abordados.

Para los docentes, este libro puede emplearse como material de apoyo en
cursos universitarios de ingenieria y ciencias, fomentando la discusién y el ané-
lisis critico. Se sugiere utilizar las aplicaciones précticas presentadas como base
para proyectos integradores que evidencien la relevancia del calculo vectorial en
contextos reales

Para los profesionales, este libro puede servir como referencia para resolver
problemas especificos en ingenieria mecénica y otros campos afines. Asimismo,
los conceptos abordados pueden aplicarse en la simulaciéon y modelado de siste-
mas fisicos complejos, integrando las herramientas presentadas en proyectos de
ingenieria avanzada

Finalmente, se recomienda la exploracion de textos avanzados en célculo
vectorial y la participacion en cursos en linea, seminarios o grupos de estudio
como estrategias para continuar con el aprendizaje y la profundizacién en la
materia.
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